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INTRODUCCION

El analisis de datos funcionales (FDA, por sus siglas en inglés, functional
data analysis) serd el eje central de este texto. Se presenta una introduccién ma-
tematica-estadistica al FDA con aplicacion a la biomecéanica. Ademas, se abor-
dan conocimientos dirigidos a la identificacién, presentacion y descripcion de
las funciones generadas por el movimiento humano durante el ciclo de caminar.
La exposicion de datos funcionales biomecanicos, asi como los procedimientos
estadisticos, ejemplos y graficos presentados proceden del estudio del texto Re-
search Methods in Biomechanics (Robertson et al., 2014), el cual se encuentra
publicado solo en inglés. Pero también se pueden considerar, para el analisis
de datos simulados y/o reales, bases disponibles como las del package «FDS,
Functional Data Sets».

Aunque FDA es una disciplina relativamente nueva, es un campo de investi-
gacion en crecimiento. Se ocupa de la descripcion estadistica y la modelizacién
de datos funcionales. Se han desarrollado varias aplicaciones en diferentes cien-
cias como genética. En medicina, se ha utilizado en estudios relacionados con la
cirrosis hepdtica y en la evaluaciéon de terapias antivirales contra el sida. Otras
aplicaciones se aprecian en geologia, sicologia, economia, biomecanica, etc.

A pesar del aumento del FDA en varios campos de las ciencias, sus métodos
han sido recientemente introducidos en el campo del procesamiento de imagenes.
Se puede considerar una imagen como una representacion de una observacion fi-
sica, una funcién sobre un dominio espacial. Por lo tanto, las imagenes se pueden
ver como funciones de dos variables, donde cada coordenada (x = fila, y = co-
lumna) de la matriz de pixeles es una muestra tomada de tonos grises e intensos.
Encontrar la funcién que se aproxima a los datos discretos observados es una de
las cuestiones clave del FDA.

El ciclo de caminar del ser humano se puede representar por imagenes que
contienen los pasos esenciales del procesamiento que se analizaran con FDA.

Este texto propone un esquema basado en FDA, un enfoque para representar
imagenes que se utilizaran en el andlisis biomecanico. Esta dividido en cuatro
capitulos.



Introduccion al analisis de datos funcionales. Aplicacion en Biomecanica

En el primero, se presentan generalidades del andlisis de datos funcionales y la
biomecanica, empezando con una introduccién de la técnica FDA para estudiar in-
formacién determinada del ciclo de caminar del ser humano. Se describe una breve
nota histérica y alguna terminologia necesaria en un glosario sucinto, entre otros
aspectos no menos importantes cuyo proposito es justificar la aplicacion de las téc-
nicas de FDA especificamente con los datos biomecanicos que describen las curvas
obtenidas durante el ciclo de caminata humana. Estos son claramente funcionales.
Sin embargo, al realizar un estudio continuo mediante el andlisis de medidas estan-
dares de las funciones como calculo de maximos, minimos, se pierde informacion.
Pero con FDA, la unidad basica de informacion es la funcioén o una curva, en lugar
de un conjunto de observaciones individuales. Esto permite el analisis de algunas
caracteristicas funcionales como suavidad, monotonia y las derivadas de estas, que
ayudaran ampliar el estudio. Ademas, la representacion funcional es una forma natu-
ral de reducir la dimensionalidad de los datos, que a menudo se logra mediante FDA.

En el segundo capitulo, se desarrolla una descripciéon matematica de datos
biomecanicos que aparecen en la cinematica de la posiciéon angular durante el
ciclo de caminar, a partir de los cuales, por derivacion, se determinan velocidades
y aceleraciones angulares y angulos articulares considerando cadera, rodilla y to-
billo. El fin es describir ecuaciones de las variables o datos funcionales de despla-
zamiento, velocidad y aceleracion de la posicion durante la caminata tanto lineal
como angular de la cinematica plana o espacial.

En el tercer capitulo, se presentan las principales técnicas de FDA que se pueden
aplicar a los datos biomecanicos, que toman en cuenta ruido en las sefiales recopila-
das de las trayectorias de los marcadores colocados en las extremidades inferiores.
Concretamente, se describen algunas técnicas de suavizacion de curvas, comenzan-
do en este apartado con aquellas de procesamiento de sefiales y finalizando con el
suavizado mediante splines cubicos, que es una técnica muy util para transformar
datos discretos en datos funcionales. Luego se realiza un analisis exploratorio y se
considera ademas el método del analisis en componentes principales funcionales,
del inglés functional principal component analysis (FPCA). Esta técnica es la mas
utilizada para explicar la variabilidad, la reduccion de dimension de espacios donde
se exponen los datos biomecanicos definidos como funciones o curvas.

Se presenta el cuarto capitulo denominado revision de publicaciones con
aplicaciones del FDA en biomecanica, el cual, para su desarrollo, toma en cuenta
una introduccion a cada trabajo, dejando claro cual es el objetivo, qué tipo datos
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biomecanicos se analizan y qué técnicas del FDA se usan para alcanzar los resul-
tados de cada publicacion cientifica. El objetivo del capitulo es presentar una lista
de resumenes de trabajos que toman en cuenta las principales técnicas de FDA
con aplicaciones en biomecanica.

Finalmente, se presenta una lista de referencias bibliograficas consultadas
para el desarrollo de este texto de investigacion.

1



CAPITULO1
GENERALIDADES

En este capitulo, se indican aspectos generales como una introduccién al
FDA aplicado a la biomecanica. Con esto se da respuesta a la pregunta ;qué es
realmente FDA? Se realiza una aplicacion a una actividad comun y real de una
persona que llega a su casa, luego de laborar en su oficina. Finalmente, se presenta
una nota historica.

1.1 ;QUE ES REALMENTE FDA?

El analisis de datos funcional (FDA) es una parte de la estadistica que analiza
datos cuyas observaciones son funciones en lugar de vectores, y que tiene impac-
to en diferentes campos de las ciencias como espectrometria, economia, medio
ambiente, biomecanica, entre otras, convirtiéndose en una importante area de
investigacion en la estadistica. A medida que aumenta el volumen y variedad de
los datos, se necesitan nuevas herramientas para manipularlos y visualizarlos a fin
de sacar de ellos resultados que ayuden a la toma de decisiones. Ramsay y Silver-
man (2002) también senalan que una herramienta fundamental para el analisis de
datos funcionales es el lenguaje de programacion estadistico R con sus librerias
fda, fda.usc, etc. Ademads, se indica que el primer método considerado para pro-
cesar este tipo de datos funcionales fue la extension al caso funcional del analisis
en componentes principales (FPCA). A medida que estas herramientas de datos
funcionales se vayan popularizando, surgiran nuevos tipos de datos funcionales
que necesitaran de desarrollos especificos o adaptacion de los ya existentes para
su correcto tratamiento.

El objetivo general de este texto es estudiar pormenorizadamente aspectos
relacionados con datos generados por el movimiento humano durante el ciclo de
caminar tomando en cuenta procedimientos o técnicas del FDA.
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Los objetivos especificos son los siguientes:

o Describir detalladamente el tipo de datos o mediciones que aparecen en
biomecanica, en particular del movimiento humano durante el ciclo de
caminar.

« Hacer una revision de las técnicas basicas del FDA que se usan en biome-
canica tomando en cuenta el suavizamiento de curvas, analisis explorato-
rio y FPCA.

« Recopilaciéon y busqueda exhaustiva de aplicaciones del FDA en biome-
céanica, especificamente durante el ciclo de caminar del movimiento hu-
mano, que vaya mas alla del analisis estadistico de medidas globales para
describir las curvas que hacen usualmente los biomecanicos.

El proposito de este texto es dilucidar las técnicas del FDA con datos bio-
mecanicos que se generan mediante funciones que emulan el comportamiento
dindmico de diferentes componentes del cuerpo humano involucrados en el mo-
vimiento de caminar. El resultado de esta investigacion esta orientado a la identi-
ficacidn, presentacion, descripcion y analisis estadistico de estas funciones.

La descripcion de los datos funcionales biomecanicos, asi como los procedi-
mientos estadisticos y los ejemplos y graficos presentados en este libro, proceden
del estudio del texto Research Methods in Biomechanics (Robertson et al., 2014).
Se consideran datos simulados y/o reales, o también obtenidos de bases disponi-
bles como las del package fds (functional data sets) como la tasa de marcadores de
datos de una curva de rendimiento ECB Yieldcurve. De manera general, se dispo-
ne de observaciones discretas que se pueden transformar en funciones aplicando
segundas derivadas continuas mediante funciones splines o series de Fourier, has-
ta obtener funciones que pertenezcan al espacio de Hilbert L? de las funciones de
cuadrado integrable.

Las funciones han sido objeto de estudio de los matematicos dentro del anali-
sis funcional con un enfoque eminentemente teérico. Sin embargo, actualmente,
los avances tecnolégicos en software y hardware han permitido la captura y el
tratamiento de datos como los que se toman durante el ciclo de caminar y otros
procesos del movimiento humano haciendo interesante el estudio de la infor-
macion que estos encierran. Las funciones o curvas modelan muchos procesos
importantes, y extraer adecuadamente la informacién que contienen puede ser
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util. De este modo, se podria, por ejemplo, ver si una persona esta recuperandose
de su rehabilitacion, ver si se encuentra habilitada, etc.

Por lo tanto, se define una variable aleatoria funcional como una variable
aleatoria X que toma valores en un espacio de dimensioén infinita (Ferrati y Vieu,
2006).

Una observacion x de X se llama dato funcional.

Un conjunto de datos funcionales x, X ,..., X_es la observacion de n variables
funcionales X, X, , ..., X , independientes e idénticamente distribuidas a X. Es
decir, constituye una muestra aleatoria de datos funcionales. Por lo general, los
datos funcionales estin discretizados en un conjunto de puntos {t},j=1,2..., d;
d>0 no necesariamente equidistantes, que podrian incluso ser distintos para cada
curva.

Se denota por X = X(t) a la variable funcional que depende del tiempo t, en
tanto que una observacion se representa por x como indican Ramsay y Silverman
(2002). De hecho, los datos funcionales observados se representarian por {x, (1),
x, (t), ..., xn (t)} con t€T, y se denominan también curvas muestrales.

Al trabajar con datos funcionales, el paso inicial es determinar el espacio fun-
cional con su respectiva métrica. Uno comunmente utilizado es el espacio funcio-
nal de Hilbert L* de las funciones de cuadrado integrable definido.

Sea T = [a,b]ER. Frecuentemente, los datos funcionales son elementos del es-

L2(N)={X:T>R / [P X(t)*dt <} (1.1)

Para conocer mas detalles de datos funcionales, se pueden consultar libros sobre
el tema como los publicados por Ramsay y Silverman (2005), Horvath y Kokoszka
(2012), Valderrama S. et al. (2000). Pero también se puede utilizar una aplicacion
web, gratuita y libre de analisis de datos funcionales denominada StatFda, crea-
da por investigadores de la Universidad de Granada, que puede ser obtenida a
partir del link https://medialab.ugr.es/noticias/statfda-aplicacion-web-de-ana-
lisis-de-datos-funcionales/ Ali, de una manera ficil, los investigadores como la
Dra. Ana Maria Aguilera del Pino y su equipo, utilizando el programa StatFda y
el software R, crean visualizaciones exploratorias y analiticas que nos muestran
no solo la distribucién y forma que tiene nuestro dataset, sino también las curvas
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de correlacidn, regresion y de componentes principales, sin escribir una sola linea
de codigo en R. Se presenta un video que muestra el programa y sus aplicaciones
donde efectivamente StatFda realiza el analisis estadistico de datos funcionales a
través de R y el paquete fda, cuyo manejo es facil tras una rapida descripcion. Se
carga a StatFda el archivo con los datos en formato Excel delimitado por comas
csv; luego, se definen los ejes X e Y, los intervalos y las dimensiones basicas y, por
ultimo, se escoge el tipo de representacion funcional (poligonal o ajustada) y la
plataforma nos proporciona resultados como representacion de curvas, funciones
de media y desviacion estandar, funcidn de correlacién bivariada, analisis funcio-
nal de componentes principales, regresiones lineales y logit entre otros.

En la practica, se dispone de observaciones discretas y finitas, de modo que
el primer paso del FDA es reconstruir la forma funcional con estos datos y, en
muchos casos, la informacién puede requerir algun tipo de transformacion, me-
diante su representacion en una base funcional especifica.

EN
es una base de un espacio funcional E si cualquier funcién o dato funcional X€E

puede representarse por una combinacion lineal finita tal que:
P
x, (O=X_ c; ¢, (1), (1.2)

donde ¢, son constantes que deben estimarse. Estos datos funcionales o cur-

Un conjunto de funciones conocidas y linealmente independientes {¢ }

vas muestrales, x, (t) con i=1,..., no se pueden suavizar mediante las bases funcio-
nales mas utilizadas como B-splines, series de Fourier, wavelets, etc.

Luego se recurre al analisis exploratorio funcional en el cual se calculan va-
rios estimadores, los mismos que dependen de la métrica o distancia d definida
sobre el espacio funcional E. Se establecen, por ejemplo, las curvas: media mues-
tral y varianza muestral, asi como la superficie de covarianzas y la de correlacio-
nes muestrales asociadas a la muestra de una variable funcional.

En las tareas estadisticas de representacion de datos, se acostumbra observar
puntos discretos sobre un plano. ;Qué pasa si los datos o la informacion se regis-
tran como funciones definidas sobre el tiempo?

Se pueden representar los datos recopilados en tiempos discretos como una
funcién continua (datos funcionales o curvas muestrales) con el propdsito de eva-
luar, por ejemplo, la posicion angular de las articulaciones durante el ciclo de ca-
minar. Se pueden describir también velocidades y aceleraciones de la marcha del
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Figura 1.1. Dato funcional en tiempos discretos
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Nota. El gréfico representa un diagrama de dispersion (puntos o vector) que se estiman por una funcién
continua, reproducido por Ortega y Congacha (2021).

ser humano. Entonces, se pueden representar estas funciones, pasando de datos
discretos a datos funcionales como se muestra en la figura 1.1.

En la figura 1.1, se representa un ejemplo de datos funcionales en tiempos
discretos como una funcién continua o curva continua.

Las variables funcionales se caracterizan, en los casos mas usuales, por la
evolucion de una variable a lo largo del tiempo (proceso estocastico), de modo
que los valores que toman son, en general, funciones de uno o varios argu-
mentos. En el FDA, es importante saber la forma explicita de cada una de las
funciones; sin embargo, en muchas situaciones reales, no se conoce esa forma.
Aun mas, en los experimentos u observaciones se obtienen simplemente da-
tos discretos observados de la funcidn, es decir, matematicamente hablando,
la situacion es sean X, (), X, (t), ..., X (), una muestra de n funciones y para
cada X (f) se han tomado medidas y,, y,, ..., y,, como imagen de la misma
evaluada en la secuencia de valores dados ¢, ¢, ..., t,- Ante esta situacion, se
considera como transformar estos datos en una buena estimacion de la funcién
subyacente, si bien al tomar estos datos se pueden cometer errores. En todo el
planteamiento de esta situacién es convertir los valores y,, y,,, ..., y,, de alguna
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forma en una funcién X, (¢) tal que Vi = X, (tl,j)+ £ tal que g, es el error obser-
vacional aleatorio con E[eij] =0.

Se observa que, si se conoce que el error observacional £, es despreciable, se
pueden utilizar las funciones splines interpoladoras por las bondades que estas
tienen. En tanto que si el error observacional es diferente de cero, se puede utilizar
la regresion no paramétrica por splines (Benalcazar, 2007) .

1.2 DESCRIPCION DE LAS APLICACIONES BIOMECANICAS

El ciclo de caminar se utiliza como un ejemplo que examina la cinematica
plana y tridimensional y, junto con herramientas estadisticas ttiles, identifica las
caracteristicas esenciales de cualquier movimiento humano.

¢ Que es la biomecanica?

La biomecdnica es un campo altamente técnico, y sus métodos de investiga-
cién cambian tan rapidamente como lo hace la tecnologia. Las técnicas de inves-
tigacion se sustituyen periddicamente por otras nuevas debido a la disponibilidad
de software y hardware mas rapidos y sofisticados. Por ejemplo, hace veinticinco
afos, muchos investigadores utilizaron la cinematografia para registrar el movi-
miento humano; diez afilos mas tarde, la cinematografia era casi obsoleta, habien-
do sido reemplazada por videografia VHS. Ahora, la videografia digital e infra-
rroja se han convertido en las tecnologias de captura de movimiento preferidas.
Computadoras mas rapidas, memorias esencialmente ilimitadas pueden procesar
datos utilizando analisis mas complejos y métodos estadisticos mas sofisticados.

La biomecanica es un drea de conocimiento que se interesa por el movimiento,
el equilibrio, la fisica, la resistencia, los mecanismos lesionales que pueden produ-
cirse en el cuerpo humano como consecuencia de diversas acciones fisicas.

La biomecanica se ayuda de otras ciencias como la mecanica y la ingenieria
para, con los conocimientos de anatomia y fisiologia del cuerpo, poder observar,
estudiar y describir el movimiento humano.
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Gracias a este estudio es posible describir un movimiento correcto que previene
las lesiones. (Fisicoactiva, 2019).

Pero también es necesario algin conocimiento previo para comenzar a apli-
car los principios de la biomecdnica en la investigacion. Este texto asume que
los lectores tienen un entendimiento basico en geometria, trigonometria, algebra
vectorial elemental, fisica basica como las leyes de Newton. También es necesario
un conocimiento de anatomia humana como articulaciones, segmentos, disefio
musculo-esquelético, sistema neuromuscular, etc. Con lo anteriormente dicho,
se puede explicar que la locomocion es el sello distintivo que diferencia a los
organismos del reino animal del reino vegetal y los cientificos han ideado innu-
merables métodos para estudiar el movimiento. Los problemas relacionados con
lalocomocidn constituyen un drea importante de enfoque para deducir datos bio-
mecanicos. Por ejemplo las hormigas, a pesar de tener un cuerpo pequefio, ambu-
lan deprisa moviendo cada pierna a la velocidad correcta (dato biomecanico). Los
peces se impulsan de manera eficiente con gran fuerza de arrastre o presion, que
ejercen estos sobre el agua (datos biomecanicos). El ciclo de caminar y el control
postural humano son argumentos importantes para estudiar. Se considera, a con-
tinuacion, un problema de locomocién y control postural que requiere resolverse
con herramientas biomecdnicas.

Supongamos al regreso a casa de una persona, luego de un dia dificil en la ofi-
cina. Debe ascender las escaleras delanteras de su casa, abrir la puerta, y caminar
dentro antes de poner su maletin sobre una mesa. Después de subir las escaleras,
alcanza el manubrio de la puerta, gira y la encuentra bloqueada. Debe recuperar
las llaves de su bolsillo mientras hace malabares con su maletin y mantiene su
equilibrio. Después de entrar en la casa, coloca el maletin sobre una mesa.

Estas tareas, aparentemente simples, requieren la interaccidn exitosa de un
sistema complejo de disefio musculo-esquelético y control neuromuscular. Con-
sidere algunos de las muchas cuestiones que se resolveran:

+ ;Como puede nuestro sujeto subir las escaleras?

o ;Cémo podemos describir las caracteristicas del movimiento en cada arti-
culacién?

o ;Cuanta fuerza muscular se necesita durante la transicion hacia adelante
del siguiente paso?
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+ ;Dodnde decide detenerse y alcanzar el manubrio de la puerta?
+ ;Cdémo mantiene su equilibrio mientras llega a la puerta?

« ;Como gira primero el manubrio de la puerta y luego recupera las llaves y
abre la puerta?

» ;Cdémo entra nuestro sujeto a la casa con su maletin?

« ;En qué punto, por ejemplo, la pierna plantada en el suelo comienza a
avanzar de nuevo?

« ;Como coloca el maletin sobre la mesa? ;Qué impide que sea colocado
demasiado adelante o demasiado atras?

Todos estos problemas requieren soluciones que utilicen herramientas biome-
canicas. Por ejemplo, necesitamos saber acerca de los desplazamientos y las fuerzas
producidas de varias articulaciones. El analisis cinematico y cinético describe los
movimientos que vemos. Cuando una persona se acerca a las escaleras, observamos
movimientos repetitivos de flexion y extension en las articulaciones de cadera, ro-
dilla y tobillo. Estos desplazamientos angulares cambian a medida que la persona
comienza a subir las escaleras. Pacientes con una lesion en las extremidades inferio-
res pueden utilizar un patrén diferente de desplazamiento angular de las articula-
ciones para realizar estas actividades. Utilizamos la informacién del desplazamiento
para calcular velocidades y aceleraciones durante el rendimiento de estas tareas.
Los movimientos que observamos pueden incluir movimiento lineal y angular. La
monitorizacion de un punto en el tronco de la persona nos permite describir el
desplazamiento y la velocidad resultante de caminar. Medimos variables cinemati-
cas utilizando un sistema de imagenes como una pelicula o una caimara de video o
instrumentos adjuntos a la articulacién para medir el desplazamiento.

En el articulo publicado por Harrison (2014), se indican que los métodos
tradicionales del anadlisis de datos que se aplican en biomecanica a menudo se
centran en solo una articulacién; utilizando variables discretas como el despla-
zamiento de la posicién durante el ciclo de caminar, variable cinematica de la
marcha humana. Sin embargo, estos analisis son inadecuados al considerar la na-
turaleza compleja de la coordinacién (de las articulaciones) humana.

Es importante considerar los datos biomecanicos, en particular los deducidos
de las variables cinematicas del ciclo de caminar humano, como el desplazamien-
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to, velocidad y aceleracion, a partir de una perspectiva funcional y aplicar méto-
dos tales como el FDA.

Ademas, se puede requerir un analisis mas complejo como el tridimensional
(3-D) para describir adecuadamente estos movimientos. En la actualidad, existen
software y computadoras especiales que pueden capturar imagenes de datos de
video y calcular las trayectorias de los marcadores selectivos colocados sobre los
centros de articulacién de un sujeto y luego analizar los patrones de movimiento.
Estos datos se procesan para derivar varias medidas cinematicas o datos biome-
canicos, tales como, el rango de movimiento de cada articulacion, la velocidad y
aceleracion de cada segmento, y el camino del centro de gravedad.

La cinematica describe los movimientos que vemos, pero para entender por
qué ocurren los movimientos, debemos examinar la cinética. A medida que nues-
tro sujeto camina hacia las escaleras con su maletin, él, subconscientemente, for-
ma un plan para la transicién de la superficie nivelada caminando a la subida de
las escaleras.

Para ayudar a realizar la tarea de subir y mantener el equilibrio, nuestro sujeto
podria apoyarse en la barandilla o pasamano. La fuerza montada entre el pasa-
manos y su fijacion a la pared o al suelo pueden cuantificar la cantidad de fuerza
de ese soporte. La interaccidon con la puerta también requiere fuerza, esta vez en
forma de par rotatorio aplicado al pomo de la puerta; también puede calcular el
coste mecanico del trabajo realizado y la potencia mecanica requerida en cada
articulacion. A medida que aumenta la velocidad de movimiento, se requiere una
mayor potencia mecanica. Una persona de edad avanzada puede llevar a cabo
todas las tareas necesarias para la vida cotidiana a un ritmo mucho mas lento que
una persona mas joven; sin embargo, el coste energético para ambos sera similar
y la potencia mecanica requerida en cada articulacién se mantendra dentro de la
capacidad de cada articulacion.

Subir las escaleras, particularmente cuando se lleva algo, requiere estabiliza-
cién postural para evitar una caida. Aunque los analisis cinematicos, cinéticos y
EMG (de los términos en inglés electromyogram, electromyography, que significan
en castellano «electromiograma, electromiografia») son indispensables para el
estudio de los movimientos reales, la cuestion que queda responder es: ;se pue-
den subir de una manera mas eficiente o eficaz las escaleras? Después de todo, si
el objetivo es simplemente moverse, se podria hacer de diferentes maneras, por
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ejemplo, dando saltos en una o en ambas piernas, de escalera en escalera o arras-
trandose hacia arriba de manos y rodillas. Pero también, ;cudl es la forma 6ptima
para que una persona suba escaleras? Los modelos de dinamica directa abordan
estas cuestiones simulando un movimiento, dando un conjunto de fuerzas y pares
aplicados internamente (Robertson et al., 2013).

Una vez que el modelo se personaliza, se utilizan técnicas de control indivi-
duales y 6ptimas para encontrar el mejor conjunto de fuerzas y pares necesarios
para llevar a cabo la tarea. Si mejor es el comportamiento como el patréon de
movimiento que minimiza el esfuerzo muscular general, el modelo de optimi-
zacion encuentra los patrones de cinética y cinematica necesarias para que el
sujeto suba las escaleras con el menor esfuerzo muscular. Finalmente, los resul-
tados de los modelos de optimizacion se comparan con el movimiento real pro-
ducido por la persona que sube las escaleras. Las formas en que puede mejorar
su rendimiento pueden salir a la luz. Los modelos musculares que imitan las
capacidades de generacién de fuerza de los musculos reales se pueden utilizar
para proporcionar valores para las fuerzas internas en estos modelos de dina-
mica de avance. Su uso es esencial para la investigacion biomecanica porque la
tecnologia para medir las fuerzas musculares individuales es altamente invasiva
e inadecuada para su uso en la mayoria de las situaciones de investigacion (Ro-
bertson et al., 2013).

Se requieren muchos datos para realizar analisis cinematicos, cinéticos, EMG,
entre otros. Por ejemplo, para cuantificar los movimientos de marcadores reflec-
tantes colocados sobre los centros de articulacion, el investigador debe digitalizar
los datos de video utilizando ordenadores de alta velocidad para obtener las posi-
ciones de los segmentos del cuerpo durante las actividades en estudio (Robertson
et al., 2013). Para determinar las variables cinematicas como velocidades y acele-
raciones, los investigadores calculan las derivadas respecto al tiempo de despla-
zamiento; utilizan algoritmos que requieren técnicas de suavizado especiales. El
investigador debe saber qué técnica es apropiada para su uso y luego evaluar si
fue exitosa.
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1.3 NOTA HISTORICA DE LA BIOMECANICA

Si bien se conoce al movimiento de seres vivos como biomecanica a partir de
la segunda mitad del siglo XX, etapa en que su estudio se desarrolla de manera
acelerada, sus origenes son tan antiguos como el propio hombre, quien, en su ac-
tividad diaria, se ve obligado, de manera consciente o intuitiva, a perfeccionar los
movimientos de su cuerpo. Aristoteles (384-322 a.C.), en la antigua Grecia, rea-
1iz6 los primeros analisis «biomecanicos» al aplicar los principios geométricos al
estudio del movimiento del hombre como caminar o saltar. En la antigua Roma,
Galeno analizé los movimientos de la lucha de los gladiadores y sugiri6 la impor-
tancia de la actividad nerviosa en la contraccion muscular. Leonardo da Vinci
(1452-1519) estudié los musculos y su participacion en diferentes posturas del
cuerpo para sus famosas pinturas; también observo el vuelo de las aves y elaboré
el proyecto del «pdjaro mecanico». Asimismo, otros sabios como Galileo Galilei,
Luis Alfonso Borelli, Isaac Newton establecieron las leyes basicas de las matema-
ticas y la fisica que permiten calcular fuerza, velocidad, aceleracion y otros patro-
nes del complejo mecanismo que constituye el movimiento del cuerpo humano.
De modo paralelo, en la China antigua, desde los origenes de las artes marciales,
yoga y otras escuelas, se encuentran grandes maestros que desarrollaron cualida-
des motrices y perfeccionaban movimientos y posturas del movimiento humano.

De todo lo dicho anteriormente, podemos considerar que la biomecanica es
la ciencia que se ocupa del movimiento de los seres vivos, en particular del ser
humano, basandose en las leyes de la mecénica. Su metodologia se fundamenta
en su observacion y medicion para la modelacion (recopilacion, representacion,
analisis-interpretacion de datos) del movimiento.

Mas formalmente, diremos que la biomecanica es una rama dedicada al estudio
de la dinamica y funcionamiento del aparato locomotor del hombre valiéndose de
conocimientos fisicos. Su principal objetivo es la proposicién de métodos de inter-
vencion para mejorar el desempeiio de las estructuras mecanicas del cuerpo humano.

En la figura 1.2 se hace un resumen de la divisién del cuerpo humano me-
diante planos y ejes, que ayuda a comprender y conocer aspectos inherentes al
cuerpo humano para el analisis de posicion durante el ciclo de caminar, al mo-
mento de describir la posicién de marcadores, segmentos y articulaciones que se
desarrollan en este texto.
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Figura 1.2. Posicion anatémica del cuerpo humano
para el analisis de posicion durante el ciclo de caminar
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Nota. Posicién anatémica del cuerpo humano para el andlisis de posicion durante el ciclo de caminar.
Fuente: adaptada de Celadores (2022).

En la figura 1.2, se visualizan planos y ejes que dividen al cuerpo humano
para comprender y conocer aspectos inherentes del cuerpo humano para el ana-
lisis de posicion durante el ciclo de caminar.
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CAPITULO II.
DATOS FUNCIONALES DE LA BIOMECANICA

En este capitulo, se hace un estudio de los diferentes tipos de datos funciona-
les que aparecen en el movimiento del cuerpo humano. Principalmente se ana-
lizan las variables funcionales del desplazamiento, velocidad y aceleracion de la
posicion durante el ciclo de caminar, tanto lineal como angular de la cinematica
plana o espacial.

Los datos que describen los movimientos de los seres vivos se denominan
cinematicos. En particular, cuando se realiza un analisis cinematico del movi-
miento humano, los datos se llaman biomecanicos.

A continuacidn, se indica un esquema que describe la obtencion de datos
biomecanicos: desplazamiento, velocidad y aceleracién; considerando los tipos
de cinematica plana y espacial y sobre ellos el estudio de forma lineal o angular.

En la figura 2.1, se representa, mediante un esquema, datos funcionales bio-
mecanicos: desplazamiento, velocidad y aceleracion de la posicion durante el ci-
clo de caminar.

Para este estudio, primero se describe como recopilar, procesar y presentar
datos para el caso bidimensional y, en la segunda parte, se amplia el estudio sobre
patrones del movimiento humano de la posicion durante el ciclo de caminar al
caso espacial.
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Figura 2.1. Esquema de datos funcionales biomecanicos:
desplazamiento, velocidad y aceleracion
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Nota. Esquema que describe la obtencion de datos biomecénicos: desplazamiento, velocidad y
aceleracion
Fuente: Ortega y Congacha, 2021
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2.1 SISTEMAS DE COORDENADAS GLOBAL Y LOCAL (GCS Y LCS).
POSICION DURANTE EL CICLO DE CAMINAR

Para describir cuantitativamente en general la posiciéon de un punto del cuer-
po humano, se considera un sistema de coordenadas cartesianas, denominado
sistema de coordenadas global (GCS, siglas en inglés adoptados por la ISB (In-
ternational Society in Biomechanics de Global Coordinate System) y definido por:

« Un origen (0,0) en el plano o (0, 0, 0) en el espacio y

« dos o tres ejes mutuamente ortogonales que pasan por el origen del plano
0 espacio respectivamente.

En este GCS se indica la direccion horizontal principal del movimiento hu-
mano o de un sujeto sobre el eje X; el eje Y es ortogonal a X y apunta hacia arriba
verticalmente; en tanto que el eje Z es perpendicular al plano X-Y. Ademas, el
GCS descrito es un sistema diestro (ver figura 2.2).

Figura 2.2. Sistema de coordenadas global, GCS diestro

b

o0, O, O n-t:'"f

Nota. El grafico representa un sistema GCS.
Fuente: Robertson et al., 2014, p.10

En la figura 2.2, se representa un GCS diestro que utiliza la convenciéon adop-
tada por la ISB. El eje de movimiento del sujeto es X.
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Se quiere establecer la designacion del origen por sus coordenadas (letras mi-
nusculas) (x, y) en el plano (letras mayusculas) (X, Y, Z) en el espacio, dado que
es muy importante para cuantificar la posicion dentro del GCS, puesto que cual-
quier punto se describe por su posicion en relacion con el origen.

Debido a que el objeto (segmento o articulacién) tiene un volumen y una
forma particular, se debe describir su orientacion con respecto a los ejes de refe-
rencia del GCS. Cuando se inicia la posicion del ciclo de caminar, se establece un
segundo marco de referencia que tiene su origen y ejes perpendiculares entre si 'y
luego permite el movimiento de este con el movimiento del cuerpo (fig. 2.3). En
general, esto se conoce como un sistema de coordenadas relativo o local LCS por
sus siglas en inglés de local coordinate system. Entonces, la posicion relativa de los
ejes LCS con respecto a GCS define la orientacién de un cuerpo o segmento rigi-
do. Obsérvese que se necesitan al menos tres angulos de rotacién para describir
la orientacién de LCS en 3-D. Se pueden utilizar varios conjuntos de dngulos di-
ferentes para especificar la orientacion del LCS, pero cada uno de estos conjuntos
contiene tres angulos independientes.

Figura 2.3. Sistema de coordenadas local LCS, dentro del sistema
de coordenadas global GCS
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{0, O, O) &

Nota. El grafico representa el sistema LCS.
Fuente: Robertson et al., 2014, p.10
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En la figura 2.3, se ha representado LCS adjunto a un objeto (cuerpo huma-
no) ubicado dentro del GCS.

El niimero de parametros independientes (datos de informacién) que definen
de forma tnica la ubicacién de un punto o cuerpo se conoce como grados de liber-
tad del objeto (DOF, en sus siglas en ingles de degrees of freedom). Por ejemplo, un
punto del espacio tiene tres DOF, mientras que un cuerpo rigido tiene seis DOF
(fig. 2.4 a).

Figura 2.4. Grados de libertad DOF en un GCS

[-R: K

- 0.0 = X

Nota. Los gréficos representan los grados de libertad en un sistema de coordenadas espacial.
Fuente: Robertson et al., 2014, p.11

En la figura 2.4, se representan los grados de libertad DOF en un GCS: a) El
punto final segmentado p se puede representar por sus coordenadas (X, Y, Z) y
luego tiene tres DOF. Para describir la posicion del segmento en si, se deben es-
pecificar tres angulos (0Xx,0Yy,0Zz) que representan la orientacion de los ejes x,
yy z de LCS con respecto a los ejes de GCS X, Y y Z. Asi, en el espacio, un cuerpo
rigido tiene seis DOF (X, Y, Z, 0Xx,0Yy,0Zz). b) DOF en un sistema de coordena-
das en el plano. El punto final segmentado p se puede representar por sus coor-
denadas (X, Y) y luego tiene dos DOF. Para describir la posicién del segmento, se
necesita un angulo 6 que describe la orientacion del segmento y deben especifi-
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carse los ejes X e Y de GCS. Por lo tanto, en el plano, un cuerpo rigido tiene tres
DOF representados por (X, Y, 0).

La descripcion completa de la posicion durante el ciclo de caminar implica el
movimiento espacial. En muchos casos, este movimiento humano se puede des-
cribir en un plano especifico, como el sagital definido por los ejes X e Y del GCS,
o en otros planos, como el frontal o el plano transversal, pero se exhibe menos
amplitud de movimiento en estos. En consecuencia, muchos detalles esenciales
se pueden determinar a partir de un andlisis del plano sagital. Esto simplifica la
medicidn, el andlisis y la interpretacion para describir un movimiento espacial y
sirve como un punto de partida para comprender los movimientos que son prin-
cipalmente de naturaleza plana. La ventaja para describir la posicién de un punto
es una reduccion de DOF de tres (X, Y, Z) a dos DOE (X, Y). En tanto que, para
un cuerpo rigido en dos dimensiones, el DOF se reduce de seis a tres, con solo dos
coordenadas (X, Y) y un angulo (0) que sirven para ubicar el objeto (fig. 2.4 b) en
el plano. Esta seccion se centra en la cinematica plana o 2-D (2-D, denota el espa-
cio bidimensional o plano). Sin embargo, muchos de los conceptos planteados en
el contexto de la cinematica plana también se aplican a la cinematica espacial 3-D
(3-D, denota el espacio tridimensional o espacial).

2.2 CINEMATICA PLANA O EN 2-D

2.2.1 Marcadores para la recoleccion de datos biomecanicos

Se pueden recoger datos para el analisis del movimiento humano a través
de dispositivos mecanicos, electrénicos, entre otros, a los que se les denomina
marcadores; o también se puede hacer esta captura con interacciéon de camaras y
computadoras u ordenadores (Herda et al., 2001).

El método que se utiliza para recopilar datos biomecanicos es un sistema de
imagen que registra el movimiento de los marcadores colocados en un sujeto en
movimiento, seguido de la digitalizacién manual o automatica de imagenes para
obtener las coordenadas de los marcadores. Luego, estas coordenadas se procesan
para conseguir datos biomecanicos. Se utilizan IRED, siglas en inglés de infrared
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light-emitting diodes, diodos emisores de luz infrarrojos activos. Los sistemas de
marcadores activos requieren una unidad de control que pulsa los IRED indivi-
duales en secuencia para la identificacion correcta del marcador.

Figura 2.5. Marcadores utilizados en la recoleccién
de datos biomecanicos con sistemas de imagen

Nota. En la imagen se muestran los marcadores utilizados en la recoleccion de datos biomecani-
cos con sistemas de imagen.
Fuente: Robertson et al., 2014, p.12

Una de las ventajas de los sistemas de imagen modernos es que la mayoria de
ellos tiene digitalizacion automatica que calcula y muestra rdpidamente los datos
de posicion de coordenadas de varios marcadores a lo largo de toda la secuencia
de movimiento.

En muchas situaciones, es poco practico, imposible o indeseable colocar mar-
cadores en el sujeto que realiza el movimiento, como atletas en competiciones y
pacientes en situaciones clinicas que no pueden soportar un periodo de prepara-
cion experimental extendido. En estas situaciones, el investigador debe digitalizar
manualmente el registro de movimiento, utilizando fronteras anatémicas iden-
tificables para ubicar los puntos necesarios para el modelo del movimiento. Los
sistemas sin marcadores utilizan técnicas de graficos informaticos para igualar la
forma de un segmento de cuerpo con una forma predeterminada. Se graba un vi-
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deo del sujeto en movimiento y se convierte en formato digital. El software extrae
las posiciones de puntos individuales y segmentos del modelo, digitalizando efec-
tivamente las ubicaciones de los puntos deseados tanto de sistemas de imagenes
de marcadores como sin marcadores.

El propésito de los marcadores conectados a una computadora es determinar
un sistema de imagenes que proporcione coordenadas matematicamente. Al digi-
talizar la longitud, se puede obtener ecuaciones del tipo:

longitud (metros
5= gitud (metros) @1
longitud digitalizada (metros)

X =su (2.2)

y =8V 2.2)

Donde, uy v son las coordenadas digitalizadas de un marcador y, x e y son las
coordenadas de escala (ver fig. 2.6 a).

La videogrametria es una técnica derivada de la fotogrametria que se vale de
imagenes de algtin objeto tomadas desde varios puntos de vista para realizar una
reconstruccion tridimensional de él. Con el fin de lograr tal objetivo, dicha técni-
ca usa el método DLT, siglas en inglés de direct linear transformation, que consiste
en un par de ecuaciones lineales que relacionan la coordenada en la imagen de
un punto con su ubicacién espacial mediante la teoria de proyeccidn perspectiva
(Gruen, 1997).
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Figura 2.6. Comparacion del método del factor de escala

coordenadas
coordenadas X, y) de escala
(u,v) C e
digitalizadas
o o o o X =su D @ @ 2 D
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Nota. Los graficos representan las imdgenes para reconstruir objetos tridimensionales. a) El
método de transformacién lineal fraccional y b) para transformar imagenes digitalizadas en

mediciones reales.
Fuente: Robertson et al., 2014, p.16

El método comun para permitir la transformacion de los datos de coordena-
das digitalizadas a unidades métricas reales se denomina transformacion lineal
fraccional (FLT, siglas en inglés fractional linear transformation) cuando se aplica
a dos dimensiones o transformacion lineal directa DLT, cuando se aplica a tres
dimensiones. Después de filmar los puntos de marcadores, se calculan las ecua-

ciones en 2-D con una sola camara como indica la fig. 2.7.
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Figura 2.7. Esquema de la posicién durante el ciclo
de caminar bidimensional, 2-D

»|  Calibracion > Captura

v
L Preprocesamient
Visualizacion eprocesanuento

[
Y
Modelo - Digitalizacién

biomecanico de los marcadores

Nota. El gréfico representa el esquema para el andlisis de la posicion durante el ciclo de caminar
bidimensional.
Fuente: (Ryan et al, 2006).

En la figura 2.7, se representa un esquema del desarrollo para el analisis de la
posicion durante el ciclo de caminar bidimensional, 2-D.

Cuando se inclina una camara con respecto al plano de movimiento, las dis-
tancias se distorsionan como se ilustra en la Fig. 2.6 b. Las FLT y DLT corrigen
estos tipos de errores.

A continuacion, se presentan ejemplos de colocacion de marcadores sobre los
cuerpos rigidos: de la pelvis, el muslo, la pierna y el pie:

33



Introduccién al analisis de datos funcionales. Aplicacién en Biomecanica

Figura 2.8. Marcadores de un corredor y un ciclista

Figura 2.9. Marcadores en las articulaciones

Nota. Los graficos representan los marcadores necesarios para representar el movimiento.
Fuente: Robertson et al., 2014, p.18

En la figura 2.8, se mustran los marcadores necesarios para representar a un
corredor (izquierda) y un ciclista y, en la figura 2.9, se representan marcadores de
los posibles movimientos de las articulaciones: tobillo, rodilla y cadera.

Otras articulaciones son mas complejas. La de la rodilla, por ejemplo, per-
mite la flexidn-extensioén y una cierta rotacion a través de la meseta tibial. Esto
significa que la rodilla tiene dos grados de libertad: uno para la rotacién y otro
para la translacion.
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2.2.2 Cinematica lineal

La cinematica, en esta seccion, se considera como la rama de la fisica que
estudia el movimiento del cuerpo humano sin atender las causas o factores que
producen fuerzas, energias, potencia, entre otros, que puede realizarse en el plano
o el espacio y tomando en cuenta el sistema de coordenadas cartesianas que per-
mite la cuantificacién de la posicion y sus derivados durante el ciclo de caminar.

Ecuaciones de velocidad y aceleracion lineal de datos biomecanicos

Se introducen los datos biomecanicos o variables «cinematicas»: desplaza-
miento, velocidad y aceleracion, los cuales describen la manera en que la posicion
de un punto o marcador colocado en las extremidades inferiores cambia durante
un periodo de tiempo.

En biomecanica, se utilizan tres métodos para calcular derivadas —analitico,
grafico y numérico— que se aplican relativamente. Cada uno de estos tienen sus
ventajas y sus desventajas. El método mas comun es el numérico, especificamente
en lo que se refiere a la diferenciacién numérica, principalmente debido a la for-
ma en que se recopilan los datos experimentales. Las coordenadas de posicion
igualmente espaciadas en el tiempo estan en el formato preciso y necesario para
aplicar técnicas numéricas. Sin embargo, si no se utilizan con cuidado, los méto-
dos de diferenciacion numérica pueden producir errores computacionales. Existe
una variedad de férmulas de derivadas numéricas que pueden describir los datos
biomecanicos. Las ecuaciones que se presentan para obtener valores de velocidad
y aceleracion son las del calculo de diferencias finitas, en particular se utiliza el
método de diferencia central:

Sin ~ S0
y= T (2.4)
2(Af)
Y S -25 +S.
ai — v1+l v]-] — i+2 i i-2 , (25)
2(Ar) 4(Ar)?
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< S =4S+,
6a = , (2.6)
(dry?

donde v, y a. son la velocidad y aceleracion del marcador en el momento i, At
es el intervalo de muestreo de los datos (en segundos), y s es la posicion lineal (x
0 y en metros).

En la figura 2.10, se muestra el patrén de aceleracion de un marcador de dedo
de pie que se calcul6 a partir de datos de posicion digitalizados con video. Ob-
sérvese que se produce un patrén irregular incluso durante el periodo en el que
se supone que el marcador esta inmovil en el suelo; por ejemplo, de 0,3 2 0,7 s., se
produce diferente variabilidad. Ninguna digitalizacion cuidadosa puede eliminar
este problema. Estos picos de ruido ocurren porque pequeios errores en el pro-
ceso de digitalizacion representan grandes aceleraciones. La segunda derivada de
una onda sinusoidal pura ilustra analiticamente este fendmeno. Matematicamen-
te, esto produce otra onda sinusoidal que es la fase desplazada a 180°; sin embar-
go, si el ruido esta presente en la onda sinusoidal original, la segunda derivada es

Figura 2.10. Historial de la aceleracion vertical del marcador del dedo pulgar

40

20

Aceleracion

0 0,2 0,6 038 10 1,2 14 1,6
Tiempo

Nota. El gréfico representa la aceleracion vertical del marcador del dedo pulgar filtrado (linea verde) y
sin filtrar (linea gris marcada con simbolos X) durante la marcha.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 21
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muy diferente. Existe una serie de métodos de suavizado aceptables para eliminar
el ruido de alta recurrencia inducido por el proceso de digitalizacién, incluyendo
filtrado digital de paso bajo, splines ctibicos y quinticos (polinomios de grado tres
y cinco respectivamente) por etapas y reconstruccion de la serie de Fourier que se
tratard en el siguiente capitulo.

Para los datos recogidos con tasas de muestreo suficientemente altas, este
método funciona bien. En los casos en que los movimientos se producen rapida-
mente y la frecuencia de muestreo no es excesivamente alta, se puede utilizar un
método de splines que estudiaremos en el capitulo 3.

2.2.3 Cinematica angular

Las medidas de posicion angular se pueden dividir en dos clases. La primera
se refiere a la posiciéon angular u orientacion de los cuerpos individuales. Estos se
denominan angulos de segmentos o absolutos, porque, por lo general, se toma en
cuenta un marco de referencia absoluto o newtoniano. La segunda clase se refiere
al angulo entre dos segmentos del cuerpo adyacentes. Estos se denominan angu-
los de articulaciones, relativos, o cardinales, ya que miden la posicién angular de
un segmento con respecto a otro.

Angulos de segmentos o absolutos

En la seccion sobre marcadores, se indico que al menos dos puntos deben
ser cuantificados para describir la posicién angular de un segmento del cuerpo
humano en un plano 2-D. Estos angulos absolutos siguen una regla denominada
regla de la mano derecha (fig. 2.11), que especifica que las rotaciones positivas son
en sentido contrario a las agujas del reloj y las rotaciones negativas son en senti-
do horario. Al curvar los dedos de la mano derecha en la direccién del angulo o
la rotacién y, a continuacién, al comparar la direccién del pulgar con los ejes de
referencia, se indicara el signo de un dngulo o una rotacién sobre un eje determi-
nado. Si el pulgar apunta en la direccién de un eje positivo, entonces el angulo o
la rotacion es positiva.
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Convenios angulares

Se utilizan dos convenios para cuantificar los angulos de segmentos. El pri-
mero mide angulos como una brujula, con dngulos que van desde 0° a 360°, mien-
tras que el segundo permite un rango de +180° a -180° (fig. 2.12). Estos convenios
dan los mismos valores para angulos entre 0° y + 180°, pero diferentes para an-
gulos entre 1800 y 3600. Con el segundo convenio (véase fig. 2.13), estos angulos
varian de 0o a —1800, haciéndolos mas faciles de visualizar.

Figura 2.11. Regla de la mano derecha para definir direcciones rotacionales

Nota. Los gréficos representan las direcciones rotacionales del sistema LCS.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 25

En la figura 2.12, se representan dos convenios para definir angulos absolutos
de segmentos. Uno mide angulos en el rango de 0° a 360°, mientras que el otro
utiliza un rango de 180° o —180°.
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Figura 2.12. Dos convenios para definir angulos absolutos de segmentos

[

> PN ) s
_180° k

270" or -80"

Nota. El gréfico representa los dngulos absolutos de segmentos.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 25

Figura 2.13. Ejemplos de angulos absolutos de la extremidad inferior.

Nota. El gréfico representa los dngulos absolutos de la extremidad inferior.
Fuente: Robertson et al. 2014, p. 26

En la figura 2.13, se observan ejemplos de angulos absolutos de la extremi-
dad inferior. Todos los angulos se toman desde la horizontal derecha del extremo
proximal del segmento.
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Angulos de articulaciones o relativos

El cuerpo humano es un conjunto de segmentos unidos por las articulacio-
nes, por lo que la medicion y la descripcion de los angulos relativos (o de articula-
cién) son a menudo utiles. La cuantificacion de un angulo de articulacion requie-
re un minimo de tres coordenadas o dos angulos absolutos, como se muestra en
la figura 2.14. Al definir movimiento de articulaciones, se debe recordar que las
adyacentes pueden tener direcciones diferentes para el mismo tipo de movimien-
to. Por ejemplo, si la flexion de la rodilla es una rotacion positiva segun el GCS,
entonces la flexion de la cadera es una rotacion negativa (ver fig. 2.14 c). Observe
que se presenta un sistema biomecanico que respeta la regla de la mano derecha.

El movimiento angular de un cuerpo rigido también produce movimiento
lineal de puntos individuales como «marcadores» adheridos al cuerpo. Ademas,
la cantidad de desplazamiento lineal de un punto depende de su ubicacion con
respecto al eje sobre el que gira el cuerpo. Considere el movimiento de un reloj
de manecillas (fig. 2.15). Un marcador colocado en el centro del reloj no sufrira
desplazamiento lineal a medida que los minutos marquen, pero un marcador al
final de una manecilla barrera un trazado circular.

Figura 2.14. Angulos absolutos y relativos

a) Angulos absolutos  a) Angulos relativos c) Angulos relativos de la
extremidad inferior

Bismechanical [0
(] 27 ol Seion
=135 45 o Banion
i
,.- 1 ™
g8 | & of plantar heoon

Nota. Los graficos representan los dngulos absolutos y relativos.
Fuente: Robertson et al. 2014, p. 26-27
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Figura 2.15. Coordenadas polares (1,0) y cartesianas. (x, y)

para un reloj de manecillas

Figura 2.16. El punto P se expresa como (x, y) o como (r,0)

0. 0

Pa=xy

P=ird)

- X

Nota. Los graficos de las figuras 2.15 y 2.16 representan las coordenadas polares.

Fuente: Robertson et al., 2014, p. 27

En la figura 2.16, se observa que las coordenadas polares representadas facil-
mente como coordenadas cartesianas que utilizan la longitud de un segmento de
lalinea que une el punto Py el origen (r) y el angulo (0) entre el segmento de linea

y un fijo la segunda coordenada.
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La descripcién matematica de este movimiento angular-lineal se estudia con
coordenadas polares. Una linea se construye desde el origen del sistema de ejes
hasta el punto P (fig. 2.16). La longitud (r) de la linea representa un DOF, mien-
tras que el angulo (0) entre la linea y uno de los ejes de referencia (normalmente
el eje derecho horizontal desde el centro de reloj) describe el segundo DOEF. Estas
se denominan las coordenadas polares del punto y se escriben (r,0). En la figura
2.16, se dibuja una linea desde el punto P hasta el eje de referencia formando un
triangulo rectangulo, para convertir de polar a coordenadas cartesianas de la si-
guiente manera:

X =rcos0, (2.7)

y=rsen0 (2.8)

Aunque las coordenadas cartesianas se utilizan con mayor frecuencia en la
investigacion biomecdnica, para algunas aplicaciones, es mas conveniente utilizar
coordenadas polares. Siempre es posible, dadas las coordenadas cartesianas (x,
y) de un punto, calcular sus coordenadas polares (r,0) utilizando las siguientes
relaciones trigonomeétricas:

r=V+y?), (2.9)

0 =tan (y/x) (2.10)

Ecuaciones de velocidad y aceleraciéon angular de datos biomecanicos

El desplazamiento angular se define como el cambio en la posicion angu-
lar. La velocidad angular es la tasa de cambio del desplazamiento angular con
respecto al tiempo; y la aceleracion angular es la tasa de cambio de la velocidad
angular con respecto al tiempo. Por el contrario, la velocidad angular es la inte-
gral de la aceleracion angular con respecto al tiempo y el desplazamiento angular
es la integral de la velocidad angular con respecto al tiempo. Estas tres variables
cinemdticas se utilizan para describir el movimiento angular de los cuerpos ri-
gidos.
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Las ecuaciones de diferencia finita central para calcular la velocidad angular
(w) y la aceleracion (a) son:

0, -6
0=t @.11)
2(Ar)
Oy, - O,
aQ=—-=: (2.12)
2(A¢r)
0 -20+6
Oa = - » (2.12)
(dry?

donde 0 representa la posicion angular y At representa el tiempo de duracion
entre las muestras adyacentes. El subindice i representa el instante particular en el
tiempo que se estd analizando.

Obsérvese que, como en el caso lineal, antes de aplicar estas ecuaciones, las
posiciones angulares originales deben ser suavizadas para eliminar el ruido de
alta frecuencia. Si las posiciones angulares se derivaron de las coordenadas del
marcador que ya estaban filtradas, no es necesario suavizarlas.

La presentacion de datos cinematicos angulares es similar a la presentada en
cinematica lineal, siendo el formato mas comun el grafico de 6, w o a como fun-
cion del tiempo a lo largo del movimiento un historial o «serie temporal».

a) Cinematica espacial o en 3-D

Esta segunda parte de datos biomecanicos amplia los conceptos vistos en ci-
nematica 2-D o plana. La mayoria de los estudios cinematicos se inician con la re-
copilacién de datos de algtn tipo de imagen o sistema de captura de movimiento
humano, generalmente video. Al finalizar esta parte, se presentan ecuaciones para
derivar el desplazamiento (angulo de articulacion) respecto al tiempo con el fin
de obtener los datos biomecanicos: velocidades y aceleraciones angulares en 3-D.

Cabe indicar que un dispositivo para el andlisis cinematico de la posicion
durante el ciclo de caminar se basa en el uso de la técnica de videogrametria (de-
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rivada de la fotogrametria que se vale de imagenes de algtin objeto tomadas desde
varios puntos de vista para realizar una reconstruccion tridimensional). Con este
fin, se usa una camara de video digital para capturar el movimiento humano, en
particular, para el caso que se estudia, de extremidades inferiores, en el plano sa-
gital (véase fig. 2.7). A partir del desplazamiento de cierto nimero de marcadores
sobre puntos anatémicos, se determinan los dngulos de articulacién de la cadera,
rodilla y tobillo (fig. 2.17) de la posicién durante un ciclo de caminar (Diaz et al.,
2013). Finalmente, con esta informacion, se exponen los modelos (ecuaciones)
de los datos biomecanicos, de modo que se pueden comparar las curvas entrega-
das por el software y las curvas tedricas (Robertson et al., 2014).

Figura 2.17. Articulaciones y segmentos rigidos de las extremidades inferiores

Articulaciones Segmentos rigidos

Rodilla
’ \
Pierna
R
Tobillo el 3 - Pie

Nota. En el gréfico se representa las articulaciones y segmentos rigidos de las extremidades inferiores.
Fuente: Ortega y Congacha, 2021
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2.3.1 Sistemas de coordenadas y el supuesto de segmentos rigidos

Se han considerado en la cinematica plana dos sistemas de coordenadas: glo-
bal (GCS) y local (LCS). En esta parte, se utilizan coordenadas GCS que difieren
de la especificacion ISB. Por ejemplo para el caso de la biomecanica tridimensio-
nal, el eje Y representa la direccion principal de movimiento, el eje X es ortogonal
aleje Yy el eje Z es perpendicular al plano X-Y (plano sagital) que es el plano para
el analisis del movimiento humano. También se observa, en la figura 2.17, que
una articulacion se encuentra entre dos segmentos rigidos. Por ejemplo, la cadera
esta entre la pelvis y el muslo; la rodilla une el muslo y la pierna, y la articulacion
tobillo se encuentra entre los segmentos rigidos pierna y pie. Estas articulaciones
van a ser necesarias al aplicar un modelo cinematico para que se visualice, a modo
de grafico, el valor de los angulos de las articulaciones de las extremidades infe-
riores durante el ciclo de caminar. En efecto, se describen a continuaciéon GCS y
LCS para el espacio.

Sistema de coordenadas global: GCS.

El GCS se designa nuevamente como se describié en el plano, pero ahora
usando letras mayusculas XYZ. Los vectores unitarios para este GCS se indican
pori, j k (véase fig. 2.17). En la literatura biomecdnica, el GCS es un sistema or-
togonal diestro con un origen que se fija teniéndose en cuenta que un sistema de
coordenadas es diestro si y solo si:

k=ixjyi-j=0 (2.14)

Sistema de coordenadas local: LCS

La suposicion de rigidez en el contexto de la cinematica es que, en cada seg-
mento, es definido un LCS fijo. Consecuentemente, si el segmento se mueve, tam-
bién lo hace su LCS. De la misma forma a como se indicé GCS, LCS es también
diestro y ortogonal. LCS se denota con letras minusculas x, y, z y los vectores
unitarios con 1, j, y K, respectivamente. También LCS estd orientado de tal manera
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que el eje y apunta hacia adelante, el eje z apunta axialmente (tipicamente vertical),
y el eje x es perpendicular al plano de los dos ejes con su direccién definida por la
regla de la mano derecha. La orientacién del LCS con respecto al GCS define la
orientacion del cuerpo o segmento en el GCS, y cambia a medida que el cuerpo o el
segmento se desplaza a través del espacio tridimensional (véase fig. 2.18).

Figura 2.18. GCS y LCS, con vectores unitarios

I
7 1 ~Local or mowing

Kocs

- IGCS

Nota. El gréfico representa el sistema de coordenadas global y local: GCS y LCS de la extremi-
dad inferior derecha.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 37
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En la figura 2.18, se representa un sistema de coordenadas global o fijo, XYZ,
con vectores unitarios, i, j y Ky el sistema de coordenadas local o mévil, xyz, y sus
vectores unitarios, i’ ,j’ y K En la figura 2.19, se representa un sistema de coorde-
nadas global y los sistemas de coordenadas local: GCS y LCS respectivamente de la
extremidad inferior derecha.

2.3.2 Transformaciones de sistemas de coordenadas

Una transformacion permite convertir coordenadas de un sistema a otro. Se
han identificado dos tipos de sistemas de coordenadas —el GCS y el LCS— para la
representacion de datos biomecanicos en 3-D. Las descripciones de un segmento
rigido que se mueve en el espacio en diferentes sistemas de coordenadas se pue-
den relacionar por medio de una transformacion entre los sistemas de coordenadas
(véase fig. 2.19). Las transformaciones mas usuales que se consideran son lineal y
rotacional.

Transformacion lineal

La transformacion lineal entre LCS y GCS se puede definir por un vector o} que
especifica el origen del LCS relativo al GCS. Véase la Fig. 2.20, donde > un punto es
descrito por el vector P en LCSy por P en GCS. Las componentes de O se escriben
de la forma

35

LT}
I
-

(2.15)

o

Si no asumimos ninguna rotac10n del LCS con GCS, la conversion de las coor-
denadas de un punto P en LCS a Pen GCS se puede expresar como:

—

P=P+0 (2.16)
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que en componentes se escribe:

-k

Consecuentemente, la conversion de las coordenadas de un punto P en GCS
a P en LCS se expresa como:

o= = -

Oy
+ |0y 2.17)
0,

P=P-0 (2.18)

%
Figura 2.20. A definido por Pen XYZ,y por P’ en Xy’z.

Nota. El gréfico representa el LCS en relacion con el GCS.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 38

e d
En la figura 2.20, se representa el vector P en XYZ del punto A, mientras que
en xX'y’z’ el mismo punto se define por el vector P’. La transformacion lineal entre

Xyz y XYZ puede definirse mediante un vector o, que especifica el origen del
LCS en relacion con el GCS.

48



Miriam Francisca Ortega Gutiérrez y Jorge Washington Conchaga Aushay

Transformacidn rotacional

Sino se asume ninguna translacion del LCS en relacién con el GCS, convertir
_)
las coordenadas de un punto P en GCS a P’ en LCS puede expresarse como:

. — —

PP=RP=P=RP (2.19)

donde R es una matriz formada por vectores unitarios ortogonales (matriz
ortonormal) y R’ es el inverso de R. Donde:

b 1 - -
Uy Ly Uy

R= |7 Ty J: (2.20)
ke ky K,

Noétese que se utiliza R como la transformaciéon de GCS a LCS y R’ como la
transformacion de LCS a GCS.

Si consideramos la traslacion y rotacion del LCS en relacion con el GCS, la
conversion de las coordenadas de un punto P en GCS a P’ en LCS puede expre-
sarse como:

— -

P'=R(P - 0) (221)

- - = =
Se logra la conversion despejando P de la ecuacion 2.21; esto es P= R'P" + O.

2.3.3 LCS para segmentos de la extremidad inferior

A continuacion, se describe el LCS de los segmentos fijos de la extremidad
inferior: pelvis, muslo, pierna y pie (véase fig. 2.14). Son necesarios tres puntos (o
marcadores) no colineales para definir el LCS de un segmento. Ademas, el LCS se
define por el origen y sus ejes mutuamente ortogonales y, para describirlo, se co-
locan marcadores en los segmentos fijos en puntos de referencia dseos palpables.
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2.3.4.LCS para la pelvis

Se describe este sistema de coordenadas locales colocando marcadores en los
siguientes puntos de referencia 6seos palpables: esplna dorsal iliaca superior de-

recha e izquierda denotadas respectivamente por P,y PL Lo Y €spina dorsal 0

columna ilfaca posterior-superior derecha e izquierda que se 1nd1can por -

y P, (véase fig. 2.21). El origen del LCS se encuentra entre P easis Y Prags Y €
puede calcular de la siguiente manera:

apm.ws = 0,5 * {ﬁ rasis + ﬁf.ASIS] (222)

Figura 2.21. El origen O

#‘ELVIS
derecha e izquierda (P, y P, g

posterior-superiores (P

) las espinas iliacas superiores
) y las espinas iliacas

RPSIS Y LPSIS)

Nota. El gréfico representa el LCS de la pelvis.
Fuente: Robertson et al. 2014, p. 40
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Enla figura 2.21, el origen del LCS de la pelv_)is (BPEL_V)IS) se encuentra entre las

espinas iliacas superiores dere_c)ha e izquierda (P, Y P,

posterior-superiores (PRPS,S y P L

4s1) Y 1as espinas iliacas

s1s) que se pueden utilizar para derivar el LCS de

la pelvis.

Para realizar la componente x ((l) direccidn lateral) de la pelvis, se define el
vector unitario i’ restando O, . de P,y dividiendo para la norma del vector;
es decir:

o PRAFH.Q - GJ"‘ELW‘.”?

(2.23)

- ”FRASF.E' - aPELVIS”

ﬁ
A continuacion se define un vector unitario desde el punto medio P, y
e d

3 hasta O

LPSIS PELVIS®

UFELVIS - 05+ UJRFSF.E' + PLPFIS)

b= (2.24)

”dm-:x.ws = 0,5+ (ﬁHPSIS + ﬁws:s”

Un vector unitario normal al plano (en la direccion superior) que contiene #’
y ¥ se calcula a partir del producto cruz: £ = i* x 9.

Notese que el orden en el que se cruzan los vectores i’ y ¥ para producir un
vector de unidad superior se determina por la regla de la mano derecha. A este
punto se ha definido la direccidn lateral y la direccidn superior. El unitario ante-
rior se forma a partir del producto cruz: j =K x 1

La matriz de rotaciéon que describe la orientacion de la pelvis se utilizara mas

adelante se construye a partir de los vectores unitarios como R = R, donde R

PELVIS
estd indicada anteriormente en la ecuacion (2.20).
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LCS para el muslo

El muslo se define por una posicién virtual y dos posiciones de marcador: ex-
tremo proximal (y el origen) del muslo que coincide con la ubicacién de un centro
virtual de la articulacién de la cadera (véase fig. 2.22). Para calcular un_)punto de
referencia que representa el centro de articulacion del LCS de la cadera P, , sobre
la pelvis se utiliza:

0,36 = "ﬁmms - ELAS!S"
Rpgrvis = |-0,19 = ||PRASJS - Pmsrs” (2.25)

—0,30 =+ ||Fm'.s:s - FMS!S”

Se puede transformar la ubicacion de la articulacion del LCS de la cadera de
la pelvis al GCS de la siguiente manera:

xf_-_q + 4 Xe_1 + X + XE+1 +---+ JCHq

Para desarrollar el LCS del muslo, un vector superior unitario se crea a lo
largo de un eje que pasa del extremo distal (punto medio entre los epicéndilo

femorales P al origen (O ) como sigue:

RLK Y RMK RTHIGH

o Ogryign — 0.5 * (Prix + Pruk
|0rsrn — 0,5 * (Prex + Pruxl|

Luego se crea un vector unitario que pasa de la medial al epicéndilo femoral
lateral

- Prixg—P
i = -BLE__RMK (2.26)
|1Pree— Praxll
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Figura 2.22. El origen del LCS del muslo (6RTHIQH).

(Pyyyp) ¥ los epicondilos femorales laterales y mediales (P, v P,, )

Nota. El grafico representa el LCS del muslo.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 41

—_

En la figura 2.22 (O, ;) €std en el centro de la articulacién de la cadera. La
posicion del centro de articulacion de la cadera (P, ) y los epicondilos femora-

les laterales y mediales (F ) se pueden utilizar para calcular el LCS del

RLK Y PRMK
muslo.

s P T ] sz . . .7
Y el vector unitario /= k’ x v'y la matriz de rotacién que describe la orientacién

del muslo se construye de los vectores unitarios del muslo, es decir R, .. = R.

LCS para la pierna o vastago

Para el segmento pierna, se define el LCS a partir de cuatro indicadores: ma-
léolos lateral y medial P, y P,,,, los epicondilos femorales laterales y medial,

ﬁ ﬁ . 7 . . r
P, ¥ Ppy (fig. 2.23). El origen del LCS estd en el punto medio entre los epicon-
dilo femorales y se puede calcular como:

ERSHANK =05+ {ﬁnw + -ERMK] (2.27)
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Flgura 2.23. El origen (ORSH anx)> 108 epicondilos laterales y mediales

) y el punto medio del maléolos lateral y medial (PRL LY PRM N

(P

RLK Y RMK

RASA

Nota. El grafico representa el LCS del véstago o pierna.
Fuente: Robertson et al. 2014, p. 41

En la figura 2.23, el origen de la glerna (ORSH ANK
de los epicondilos lateral y medial (P, y P,,,, ) Las posiciones de los epicéndilos
la_t)erales y mediales (P, y P,,,) y el punto medio del maléolos lateral y medial
(P s Y Ppyy) s€ pueden utilizar para derivar la coordenada local sistema de un

vastago sesgado proximal.

) selocaliza en el punto medio

Para construir el LCS para la pierna, se comienza creando un vector unitario
superior basado en un eje que pasa del extremo distal (punto medio entre los ma-
1éolos) al origen del segmento como sigue:

_ Opspank — 0.5 * (Prpa + Pruya)
”GRMMNH =05 % (Pgpa+ PHMA)”

-3

=

(2.28)

A continuacion, se crea un vector unitario que pasa del epicéndilo medial al
epicondilo lateral:
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Bo — P
ﬁ — RLK RMK (229)

1Prek = Praax|

Luego se crean los vectores unitarios ' = kK’ xvyi=7 x k' con R R.

RSHANK

LCS para el pie

El LCS para pie se define a partir de cinco marcadores, dos colocados en los

s Y Prys dos en la primera y quinta cabezas metatar-

maléolo_s) lateral_\{ medial, P
sianas, P, ¥ Py,s Y uno en el calcaneo (fig. 2.24). El origen del LCS estd en el

punto medio entre los maléolos y se puede calcular como:

Orroor = 0,5 * (Prea + Prasa) (2.30)

El vector de la unidad dirigida axialmente se crea restando el punto medio de

. - - . -
las cabezas metatarsianas P, .. y P, del origen O .
.0 — 0,5 * (Pauus + P
Q= RFOOT ( RMHS RMH]] (231)

||dHFUU'I' = 0,5 * (ﬁRMHS + ﬁ!v.'.'r:l'”l)"

A continuacidn, se crea un vector unitario que pasa del maléolo intermedio
al maléolo lateral como:

Ppia— P
= —RLAT TRMA 232)
1Prea = Praall

y se crean los vectores unitarios ' =K’ x V" = x k.

Por ultimo, la orientacién de la matriz de rotacion del pie se puede describir

utilizando los vectores de la unidad como: Rioor = R
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RFOOT) Las posiciones de los maleolos

Figura 2.24. El origen LCS del pie (@

(P, Y Poyiy) Y las cabezas metatarsianas primera y quinta (PRMHI y PRMHS
15.\.- o, ? o pvnnm b T = I| rI ___..-""
\ Poas, N
Frmasirm. ;_ i S T, ™
Ly L) Psrories ‘ ) - - ‘h-‘: o

Nota. El gréfico representa el LCS del pie.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 44

Enla ﬁgura 2.24, se representa el origen del sistema de coordenadas local LCS
del pie (ORFOOT
posiciones de los maleolos lateral y medial (P

RLA Y PRMA
nas primera y quinta (PRMHl y RMHS) se pueden utilizar para calcular el sistema de
coordenadas local del pie.

) que se encuentra en el centro de la articulacion del tobillo. Las
) v las cabezas metatarsia-

Estimacion de la pose: seguimiento o rastreo de LCS
de un segmento rigido de las extremidades inferiores

Estimacion de la pose se refiere al estudio de la posicion y orientacion angular
de las tres articulaciones (cadera, rodilla y tobillo) durante el ciclo de caminar.

Cabe recordar que una articulacion se encuentra entre dos segmentos rigi-
dos. Por ejemplo, la cadera esta entre la pelvis y el muslo; la rodilla une el muslo y
la pierna y la articulacién tobillo se encuentra entre los segmentos rigidos pierna
y pie (véase fig. 2.17). Estas articulaciones van a ser necesarias al aplicar un mo-
delo cinematico.

En esta parte, se presentan tres algoritmos para estimar la pose de cuerpos ri-
gidos de las extremidades inferiores. Se utiliza la nomenclatura de Lu y O’Connor
(1999) para describirlos mediante:
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« un método directo
« un método de optimizacidon de segmentos
« un método de optimizacidn global

Los tres algoritmos son independientes de los LCS de segmentos rigidos de
extremidades inferiores.

La posicion y orientacion de un segmento rigido requiere de seis variables in-
dependientes, generalmente referidas como grados de libertad: tres para especifi-
car la posicion del origen y tres para especificar la orientacion. Esto significa que,
para describir completamente la pose de un segmento (seis grados de libertad),
debemos ubicar al menos tres puntos no colineales en el segmento.

Estimacion de la pose mediante el método directo

Este algoritmo calcula el LCS de cada segmento en movimiento de la misma
manera que calcula el LCS en el ensayo durante el ciclo de caminar. Una limita-
cién de este método directo es que no hay redundancia en los marcadores y no
hay favoritismo en su colocacion.

Para estimar la pose durante el ciclo de caminar en el que se ha eliminado
el marcador de rodilla medial, se puede calcular una representacion virtual del
marcador que se puede utilizar para crear el LCS del muslo. Este marcador virtual
se calcula en un sistema de coordenadas técnicas (TCS, de sus siglas en inglés
technical coordinate system) definido por el centro dg la articulacion de la cadera,
la rodilla lateral y el marcador de muslo adicional P, (ver Fig. 2.25). El origen

RTH
del TCS se encuentra en el centro de articulacion de la cadera.

57



Introduccién al analisis de datos funcionales. Aplicacién en Biomecanica

Figura 2.25. Tres marcadores: 0 P kY (f’RTH). El origen (6

TCS?
y un marcador virtual (R )

TCS)

Nota. El gréfico representa el LCS de la cadera.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 46

Enla figura 2. 25, se gbserva un sistema de coordenadas técnico. Se define 1€ por
tres marcadores: OTCS y P, . y un marcador ad1c10nal en el muslo derecho (P
El il origen del sistema de coordenadas técnicas (OTCS
(PRHIP) El sistema de coordenadas local se define a partir de estos marcadores. Se

puede crear un marcador virtual en la rodilla intermedia derecha (R

RTH)
) estd en la cadera derecha

VRMK) :

Una primera limitacién de este algoritmo directo es que solo tres marcado-
res se utilizan para definir el LCS, lo que significa que no hay redundancia en la
representacion del segmento. Si un marcador de rastreo es obstruido, el LCS no
puede calcularse. Una segunda limitacién del método directo es que no utiliza la
suposicion rigida del cuerpo (es decir, la distribucion esperada de los marcadores
no cambiard durante el movimiento) para minimizar los efectos del tejido blan-
do. Por lo tanto, si hay un error en la ubicacién de un marcador, normalmente
resultard en un error directo en la estimaciéon de LCS. Una tercera limitacion del
método directo es que todos los segmentos debajo de la pelvis utilizan el centro
de articulacion virtual creado por el segmento proximal al calcular su pose. Por lo

58



Miriam Francisca Ortega Gutiérrez y Jorge Washington Conchaga Aushay

tanto, a medida que se calculan las poses de los segmentos, los errores se propa-
garan de los segmentos distales a proximal por toda la vinculacion. Por ejemplo,
los errores en la localizacion de un objetivo en la pelvis produciran errores en la
localizacion de todos los otros segmentos. Una limitacion adicional del método
directo es que, debido a que el extremo distal del segmento en el lado proximal de
la articulacién y el extremo proximal del segmento en el lado distal de la articu-
lacion siempre comparten un punto en comun (una ubicacion central conjunta),
no se pueden medir las traducciones conjuntas reales. En resumen, la estimacion
de pose directa es menos eficaz de los tres algoritmos de estimacion de pose des-
critos en ese apartado.

Estimacion de la pose mediante el método de optimizacion de segmentos

El término optimizacién de segmentos fue dado por Lu y O’Connor (1999); se
deriva del término seguimiento 6ptimo acufiado por Cappozzol et al. (1995). Sin
embargo, la palabra optimizacion no debe interpretarse necesariamente como
mejor rastreo o seguimiento. La optimizacion de segmentos también se conoce
comunmente como seis grados de libertad (seis DOF).

Para entender este algoritmo, se debe considerar el LCS de un segmento defi-
nido en el proceso mediante una matriz de rotacion, R, , y un origen, O, Con-
sidere tres marcadores de seguimiento ubicados en el segmento en la p051c10n P
enel LCSy P en el GCS (fig. 2.26):

Fi = Rgge Py + Ospg- (2.33)
Siel segmento se mueve, la nueva matriz de orientacién R’ .y el vector de
translacion OSEG pueden calcularse en cualquier momento, siempre que tres pun-
tos no colineales P estén predeterminados a partir del proceso y P se reglstre en
cada una de las 1magenes de los datos de movimiento. La matriz, Ry, . y el ori-

gen, O ; e estiman minimizando la suma de la expresion de error de cuadrados
como sigue:

- 2
E=Xn(FR-R wF' ) = Oseg) (2.34)
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bajo la restriccion ortonormal.

R sgcRseg = 1. (235)

Figura 2.26. Relacion entre GCS y LCS. Representacion de marcadores
P,P,yP en GCS(XYZ)yP’, P,y P, enel LCS (i, j; K)

X

Nota. El gréifico representa la relacion entre los marcadores de seguimiento GCS y LCS.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 48

Enla figura 2.26, se representa la relacion entre los marcadores de seguimien-
to o rastreo GCS y LCS. Los marcadores P, P, y P, estdn representados en el GCS

A A

(XYZ) y también como P’ , P, y P’, en el LCS con origen (f, j; K) del segmento.
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Estimacion de la pose mediante el método de optimizacion global

La optimizacion global es una extension de la estimacion de la pose mediante
la optimizacion del segmento porque las soluciones son equivalentes si se atribu-
yen seis grados de libertad a todas las articulaciones. También se puede decir que
la optimizacion global es la busqueda, en cada base de datos, de una pose 6ptima
de un modelo multienlace que minimiza las diferencias (en un sentido de mi-
nimos cuadrados) entre las coordenadas del marcador medidas y determinadas
por el modelo en todos los segmentos del cuerpo, en particular de las extremi-
dades inferiores. Considera distribuciones de errores de medicion en el sistema 'y
proporciona un mecanismo de compensacion de errores entre segmentos de las
extremidades inferiores que pueden considerarse éptimos a nivel de sistema.

Matematicamente, Van den Bogert et al. (2005) describieron la configuracién
de todo el cuerpo utilizando un conjunto de coordenadas generalizadas q. Las
coordenadas generalizadas son el conjunto minimo de variables independientes
que describen la posicion y la orientacion del modelo. Se puede extender la ecua-
cion (2.20) a una funcidn de las coordenadas generalizadas q como sigue:

P=R(HP; + 0§ (2.36)

la expresion de la ecuacidn 2.21 se minimiza y se convierte en

El@= ) (F-R(DPi+ 0@) 237)

i=1

donde m es el nimero total de segmentos.
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2.3.7 Angulos de articulacién

Un dngulo de articulacion es la orientacién relativa de un sistema de coor-
denadas local con otro sistema de coordenadas local, y es independiente de la
posicion del origen de estos sistemas de coordenadas. Los angulos de articulacion
representan un reto conceptual para muchos biomecanicos, por lo que se intenta
explicar cuidadosamente. Es importante que se tengan presentes lo siguiente:

1. Los angulos de articulaciéon no siempre se representan mediante una ma-
triz de orientacidn, sino por una representacion parametrizada de esta
matriz, y a menudo el angulo resultante no es un vector. Esto significa que
los angulos no se pueden sumar o restar, lo que hace que la especificacién
de un angulo de referencia sea incémoda.

2. Existen articulaciones, como el hombro, para las cuales no existe una de-
finicién tnica de un angulo de articulacidon que sea significativo desde el
punto de vista anatdmico para toda la gama de movimientos de la articu-
lacién.

Figura 2.27. Sistema de coordenadas yz cuando se gira a y’z’ en un angulo ¢,
determina la transformacién del vector P en P

L)

Py

I
I
I
I
I
Y ¥
Pz :
]
]

Py ¥

Nota. El gréfico representa los sistemas de coordenadas se designan son xyzy x’y’ z’.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 50
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3. Una serie de convenciones clinicas y deportivas especifican un angulo re-
lativo a un sistema de coordenadas basado en movimiento. Esto requiere
la creacidn de sistemas de coordenadas virtuales que varian de un ensayo
a otro, en lugar de la definicion de los segmentos.

4. Los angulos proyectados 2-D en los planos sagital, frontal y transversal,
aunque conceptualmente sencillos de entender, no constituyen un dngulo
3-D. En realidad, notificar varias vistas planas de angulos como si fueran
un angulo 3-D es incorrecto

Los sistemas de coordenadas n la figura 2.27 se designan son xyz y X'y’z. La
rotacion se produce sobre los ejes x y X, que no se muestran en esta figura. El
vector P'se representa tanto en el sistema de coordenadas yz como (Py, Pz) yen el
sistema de coordenadas y’ z’ como (P'y, P"z). Si el sistema de coordenadas yz se
gira a y’z’ mediante el éngulg ¢, una matriz de rotacion se puede determinar para
transformar el vector P en P.

Para ilustrar la nocién de un sistema de coordenadas rotacional, se observa
una rotacion en 2-D sobre un solo eje (en este caso, el eje x). En la figura 2.27,
los sistemas de coordenadas designados como xyz y X'y’z’ inicialmente coinciden
entre si. Es decir, los origenes son los mismos y los ejes y e y’ son paralelos. E1 LCS
X'yz es entonces girado desde la horizontal derecha del LCS xyz por un dngulo
¢ (p. €j., rotacion positiva sobre el eje x). La matriz de rotacién R _que describe la
transformacion de P a P’ en 2-D es:

Cos®  Seng
* T |—seng  cosg

(2.38)

- ) - > o 2
Un vector P puede representarse en cualquier LCS, ya sea P = Py, PoP=P »

P, u_s)ando la matriz de rotacion (ecuacion 2.25). El vector P se puede transformar
en P’ de la siguiente manera:

PP=RP=P=R,P. (2.39)

- o
Se observa en la ecuacion 2.26, que el vector P’ se puede transformar en P.
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Se pueden utilizar varios métodos para parametrizar la orientacion relati-
va de dos sistemas de coordenadas por ejemplo, los citados en Grood y Suntay
(1983), Spoor y Veldpaus (1980) y Woltring (1991). En este apartado se presentan
tres de los métodos mas utilizados:

e Cardano-Euler
o Sistema de coordenadas de la articulacién

« Angulo helicoidal

Angulos de Cardano-Euler

Una matriz de rotaciéon 3-D indica la orientaciéon de un LCS con respecto a
otro LCS que puede representarse mediante tres rotaciones sucesivas sobre ejes
unicos. Esto significa que tres elementos (angulos) especifican completamente las
nueve componentes de una matriz de rotacion de 3 x 3. El orden de las rotaciones
es muy importante y, para mayor claridad, se describe una secuencia en particular
y se hacen otras tres.

La secuencia de rotaciéon de Cardano XYZ se utiliza a menudo en biomecani-
ca (Cole et al., 1993). Esta secuencia implica tres pasos:

1. Rotacidn sobre el eje lateralmente dirigido (X)
2. Rotacion sobre el eje de direccion anterior (Y)
3. Rotacion sobre el eje vertical (Z)

Recuerde que el eje X se dirige lateralmente para los segmentos del lado de-
recho y medialmente para los segmentos del lado izquierdo. Esta secuencia de
rotaciones se muestra en la figura 2.28.
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Figura 2.28. Serie de angulos de rotaciones Cardano XYZ
(a) primero sobre el eje x' a, (b) sobre el nuevo eje y' By (c) el eje z* y.
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Nota. El gréfico representa la serie de Cardano XYZ de rotaciones.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 51

Véase, en la figura 2.28, la secuencia de angulos de Cardano de rotaciones pri-
mero sobre el eje x' que coincide con X del sistema de coordenadas estacionarias;
luego en el nuevo eje y' y finalmente sobre el eje z%.

Usando la figura 2.28, se ve que la primera rotacion (a) tiene lugar sobre el eje
Xy conduce a nuevas orientaciones de los ejes y y z (y' y z'), con el eje X restante
en la misma orientacién y ahora etiquetada x'. La segunda rotacion () sobre el
eje y' conduce a nuevas posiciones de los ejes x' y z! (x* y z*). Para la tercera rota-
cién (y) sobre el eje z* los ejes x* e y* asumen la nueva orientaciéon de x’ y y°.

Figura 2.29. Angulo de articulacién de la rodilla en relacién con el muslo

¥ wagn

M

x

Nota. El gréfico representa el dngulo de articulacion de la rodilla.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 51
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En la figura 2.29, se observa un angulo de articulacién que es la orientacién
relativa de un segmento a otro. En este ejemplo, el angulo de articulaciéon de la
rodilla es la orientacion de la pierna en relacién con el muslo.

Al elaborar la matriz de rotacion para el sistema de coordenadas XYZ, se
demuestra como extraer los tres angulos de Cardano. Los angulos para el sistema
XYZ se designan a (alfa) para la primera rotacién,  para la segunda rotacion y
y para la tercera rotacion. La matriz de rotacion R para una serie de rotaciones
XYZ es:

R = R:RyR, (2.40)
Donde:
1 0 0 cosfi 0 —senfi
R, = [ﬂ cosa  sena| Ry, = [ 0 1 0 I R, =
0 —sena cosa senfi 0 cosf

241)
cosy seny 0
[—sen}r COsy [}l (2.41)
0 0 1

La matriz de rotacion se calcula multiplicando las tres matrices de la ecuacion
(2.41) para generar:

—senycosf  cosacosy — senysenfisena  senysenficosa + cosysena (2_42)

cosycasfi  cosysenfisena + senycosa senysena — cosysenficosa
R =
senf —cosfisenda cosficosa

Los elementos de la matriz combinada representan la orientacion relativa
de un LCS relativo al GCS. Esta matriz a menudo se denomina matriz de des-
composicion. Los calculos de los angulos Cardano se derivan directamente de la
matriz R de la ecuacién 2.29. El dngulo a se calcula a partir de los elementos de
posicién de la matriz R: (3, 2) y (3, 3) como sigue:

32} (2.43)

a= mn”[
R33
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el angulo [ se calcula a partir de los elementos de posicién de la matriz R: (1,
1), (2,1) y (3, 1) como sigue:

B = tan' | 22— (2.44)

- .
N Ri1+RG,

El angulo y se calcula a partir de los elementos de posicion de la matriz R: (2,
1)y (1, 1) como sigue:

y = tan™? (222), (245)

Ryq

Si se calcula tan® en lugar de tan™, entonces el rango de las tres componentes
estd en el intervalo [-m,m] radianes.

La derivacion de un angulo de segmento se puede extender a la derivacion
de uno de articulacién, que es la rotacién de un segmento LCS en otro segmento
LCS. El movimiento en una articulacién se define a menudo como la orientacion
de un segmento distal en relaciéon con un segmento proximal Woltring (1991).
Por ejemplo, los dngulos de articulacién de la rodilla se pueden calcular como
la orientacién del vastago en relacion con el muslo. El calculo de un angulo de
articulacion requiere un paso adicional para el calculo de un angulo de segmento
porque los dos segmentos que se utilizan tienen matrices de rotacion que descri-
ben su orientacién en relacion con el laboratorio GCS.

La transformacion del segmento muslo del sistema LCS al sistema GCS fue
presentada como R, ., ... en la ecuacién (2.36). La transformacion del vastago del
sistema LCS al sistema GCS fue presentada como R, en la ecuacion 2.42. La
transformacion del LCS del vastago al muslo LCS se puede expresar como sigue

Rexnee = ResuankR rruicn. (240)

donde R’,,,,. ., s la transposicién de la matriz de LCS del muslo.

Los angulos de Cardano pueden derivarse de la matriz de rotacién R
utilizando las ecuaciones (2.43), (2.44) y (2.45).

RKNEE
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Sistema de coordenadas de la articulacion

En el sistema de coordenadas de la articulacion JCS, siglas en inglés de joint
coordinate system, se propuso por primera vez para describir el movimiento de la
articulacion de la rodilla en Grood y Suntay (1983) y desde entonces se ha apli-
cado a las otras articulaciones de las extremidades inferiores llamese cadera y to-
billo. El método fue desarrollado para que las tres rotaciones entre los segmentos
del cuerpo tuvieran un significado funcional y anatémico.

El enfoque JCS utiliza un eje de coordenadas de cada LCS de los dos segmen-
tos que constituyen la union. En el ejemplo de la rodilla (une los segmentos muslo
y pierna) (véase la figura 2.30), el eje longitudinal del JCS es el eje z del LCS del
segmento distal (E’Shank) y el eje dirigido lateralmente es el eje x del LCS del seg-
mento proximal (¥ .)). El tercer eje es un eje de flotacion que es el producto cruz
de los ejes longitudinal y lateral y por lo tanto es perpendicular al plano formado
por estos ejes dirigidos (E’shank X T ) Debe quedar claro que los ejes verticales y
laterales de este sistema no son necesariamente perpendiculares. E1 JCS no es, por
lo tanto, un sistema ortogonal. En la figura 2.30, se presenta esquematicamente el

JCS por un instante para la articulacion de la rodilla.

Figura 2.30. JCS de la rodilla. El eje vertical k del LCS de la pierna;
el eje mediolateral i - del muslo, y su eje flotante
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Nota. El grafico representa el sistema de coordenadas de la articulacién JCS de la rodilla.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 55
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En la figura 2.30, se representa JCS de la rodilla. El eje vertical es el eje K del
LCS de la pierna; el eje mediolateral es el eje i - del LCS del muslo, y el eje flotante
se calcula por el producto cruz k x i.

Los angulos del JCS se designan como a para flexién-extension, B para ab-
duccidon-aduccion, y y para rotacion externa-interna, con exactamente el mismo
significado que en los angulos de Cardano presentados anteriormente. Se supone
que la flexién-extension es una rotacion sobre el eje lateral del segmento proximal

A

thl .)> la abduccién-aduccion es una rotacion sobre el eje flotante (R x i thlgh)
y la rotacién axial es una rotacion sobre el eje vertical del segmento dlstal (k -
Se ha demostrado que el JCS es equivalente a una secuencia de rotacion de Car—
dano XYZ descrita anteriormente, pero solo cuando el segmento proximal es el

segmento de referencia (Cole et al., 1993).

Angulos helicoidales

Otro método para parametrizar la orientacion de un LCS a otro LCS se basa
en el eje helicoidal finito o eje de tornillo (Woltring et al., 1985; Woltring, 1991).
En esta técnica, se definen un vector de posicién y un vector de orientacion. Cual-
quier movimiento finito desde una posiciéon de referencia puede describirse en
términos de rotacion y traslacion a lo largo de una sola linea o eje dirigido (es de-
cir, el eje helicoidal o de tornillo) en el espacio con direccién unitaria H)(ﬁg. 2.31).
Hay que tener en cuenta que en muchos casos este eje no coincidira con ninguno
de los ejes definidos en el LCS de los segmentos.

En la figura 2.31, se representa un eje helicoidal finito que se define a partir
de la traslaciéon (t) y una rotacion (0) sobre el eje helicoidal (n) del punto P, al
punto P..
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Figura 2.31. Eje helicoidal (;)) de los puntos P1y P2

Nota. El gréfico representa el sistema de coordenadas de la articulacién JCS.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 56

El vector de orientacion se define a partir de la matriz de rotacion R’ calculada
previamente (véase la ecuacion (2.39)). Los componentes del vector de orienta-
cidn se calculan utilizando las relaciones descritas por Spoor y Veldpaus (1980).
Las componentes de orientacion se pueden determinar como:

1 [Ra23s — Rsz]
SE‘nEﬁ = E Rf'li'i - R‘lf{ (247)
Riz — Rayl

. - L3
Si el producto escalar denes 1, es decirn’ * n =1y senf < 1/ 2V 2, se puede
usar la siguiente ecuacidn para resolver el sen®:

SE?’!E = %J{Rzg - Rgz}z + {R31 - RIR}Z + {R12 - RZI)Z- (248)

Sin embargo, si el sen > 1/ 272, se puede utilizar la siguiente ecuacion para

resolver el cosf = %(R” + Ry + R3z — 1).
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Se puede entonces calcular el vector unitario, i, a lo largo del eje helicoidal

como:

2
Rz — Ry

2senf

1 R23 - RRZ
7 [Ra1~ Ris (249)

—=

Despejando de la ecuacion (2.48) el angulo 0 se obtiene:

1 - - -
6 = sen™? (E\l"r(ﬁzz = R32)% + (R3; — Ry3)* + (Ry2 — R21)£:]

(2.50)

. —q Ry +Raa+Ry3—1
60 = cos 1(&)

2

Hay algunas observaciones que se presentan entre los métodos para parame-
trizar la orientacidn relativa de dos sistemas de coordenadas LCS: Cardano-Euler
y de JCS y angulos helicoidales.

1.

De los métodos que se presentaron, las de Cardano-Euler y de JCS son las
mas utilizadas para calcular los angulos de las articulaciones tridimensio-
nales. Ninguno de estos dos enfoques parece tener ventajas o desventajas
obvias sobre el otro. De hecho, el principio de los dos enfoques es el mis-
mo, Y, para el sistema de coordenadas XYZ, los angulos calculados por
cada uno deben dar exactamente los mismos resultados. Sin embargo, hay
ventajas y desventajas en relacion con el uso de angulos helicoidales.

. La mayor ventaja de los angulos de Cardano-Euler sobre los angulos heli-

coidales es que los angulos de Cardano-Euler son ampliamente utilizados
en biomecdnica y proporcionan una representacion anatomica bien defi-
nida de los angulos de las articulaciones de las extremidades inferiores.
El sistema de coordenadas XYZ no tiene un significado anatémico si la
rotaciéon Y es mayor que aproximadamente 40° de abduccion vy, en el caso
de bloqueo de Cardano (cuando la segunda rotacién es igual a + 90°), no
tiene ningun significado en absoluto. Sin embargo, esto es generalmente
un problema mucho mads grande en la extremidad superior que en la ex-
tremidad inferior.
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. Los angulos helicoidales son especialmente apropiados cuando la rotacién
es muy pequefia. Ademas, eliminan el problema de bloqueo de Cardano.
Sin embargo, la representacion del movimiento de la articulacion propor-
cionada por angulos helicoidales no siempre se corresponde con una re-
presentacion anatdmica que es significativa. Ademas, los angulos helicoi-
dales son muy sensibles a los datos de coordenadas ruidosas. Por lo tanto,
los datos de coordenadas deben ser significativamente suavizados antes de
que se calculen los angulos helicoidales.

. Los angulos de las articulaciones parametrizan la matriz de rotacion, que
representa la transformacion de un sistema de coordenadas del segmento
en otro sistema de coordenadas del segmento. Por lo tanto, los angulos de
articulacion dependen directamente de la orientacion del segmento LCS.
Sin embargo, muchos investigadores prefieren afirmar que la pose del pie
debe considerarse una pose de referencia a partir de la cual se calculan
todos los angulos de articulacion. En otras palabras, todos los angulos de
articulacion en la pose del pie deben considerarse como cero. Hacer refe-
rencia a un angulo de articulacién a una pose de referencia se denomina
normalizacion del angulo.

. El proceso de normalizacion es mucho mas complicado de lo que muchas
personas sospechan porque los angulos de articulacién no son vectores.
Esto significa que no se pueden sumar ni restar. Por lo tanto, un angulo de
articulacion normalizado no se calcula simplemente restando el angulo de
articulacion en la pose de referencia desde el angulo de articulacién calcu-
lado en una matriz de datos.

. La matriz de rotacion que define la orientacion relativa de un segmento,

RS , CONn un segmento de referencia, R ,se puede expresar como:
eg’ Ref’

R = RsegR gey- (2.51)

. Para un angulo de articulacion normalizado, la matriz de rotacién debe
incluir la orientacion de los segmentos en la pose de calibracion de los

vectores R’ Y (R s Reer )’ ¥ S€ €xpresa de la siguiente manera:

CalSeg RSeg

R = (R catsegRseg (R catrer Rrer) - (2.52)
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8. Los angulos de articulaciéon normalizados se pueden extraer de R como
se hizo anteriormente. Uno de los riesgos de esta forma de normalizacién
es que las poses de referencia pueden dar lugar a bloqueo de Cardano en
relacion con los ensayos de movimiento. Esto puede ocurrir si el sujeto
en el ensayo permanente esta orientado perpendicularmente al ensayo de
movimiento.

9. Una manera explicita (y equivalente) de forzar la postura de referencia
para representar un angulo cero es definir todos los sistemas de coordena-
das del segmento en la prueba constante para tener exactamente la misma
orientacién. Una manera de lograrlo es ignorar los puntos de referencia
anatomicos y obligar a todos los segmentos a alinearse con el sistema GCS.
El efecto es el mismo que el calculo del angulo de articulacién normaliza-
do previamente descrito.

Algunos investigadores utilizan la normalizacién con la intencién de elimi-
nar los errores en la determinacion de los sistemas de coordenadas del segmento
causados por la colocacion errdnea de los marcadores. En efecto, estos investi-
gadores asumen que hacer de la postura de referencia un angulo cero resultara
en uniformidad entre sujetos y sesiones de recoleccion de datos (por ejemplo, el
angulo cero tendra un significado coherente). Esta suposicion es errénea porque
los sistemas de coordenadas pueden seguir siendo incorrectos. La postura de re-
ferencia puede efectivamente tener un angulo comun de cero para la postura de
referencia en todas las sesiones, pero si los sistemas de coordenadas del segmento
no estan alineados consistentemente entre las sesiones, no se garantizara que la
postura que no sea la postura de referencia sea equivalente «Observe que un reloj
detenido es correcto dos veces al dia»

2.3.8 Datos funcionales de la biomecanica:
velocidad angular y aceleracion angular segiin Cardano.

En un andlisis bidimensional, para obtener la velocidad angular de la articu-
lacion, el angulo de articulacion se diferencia con respecto al tiempo, y para la
aceleracion angular, el angulo de la articulacion se puede diferenciar dos veces
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con respecto al tiempo. Sin embargo, en un andlisis tridimensional, la derivada de
los angulos de articulacion (a, B, y) no es equivalente a la velocidad angular de la
articulacion ni es el doble de la derivada igual a la aceleracién angular porque los
angulos de Cardano no son vectores.

Se puede calcular la velocidad angular de un segmento en relacién con el
GCS diferenciando la matriz de rotacién usando diferencias finitas. La velocidad
angular w, en el tiempo ti se calcula a partir de la transformacién entre la matriz
de rotacion Ry,  en el momento t  y Ry, en el tiempo t_, como sigue:

R.".‘. = Rt,'_HRE[_i (253)

)
|w|| = ——— (2.54)

i+1 — ti-1

" Ry +RpzatRazz—1
donde & = cos ‘( i ”2’ As3 )

Se puede calcular el vector unitario como:

R.‘l‘nBI - Rma

Razz — Rasz
(2.55)

_ LRp12 — Ryay

25end

y transformar el vector unitario en el sistema de coordenadas GCS desde que
comenz¢ la rotacién relativa

=Ry 0 (2.56)

El vector de velocidad angular es por lo tanto

w; = |l lld (2.57)
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La velocidad angular de la articulacién es un vector que describe la velocidad
angular relativa de un segmento a otro. En este caso, la matriz de rotacién R puede
sustituirse por la matriz de rotaciéon determinada mediante la Ecuacién 2.39.

La velocidad angular de articulacién, @ = [wyl se puede expresar en tér-

a1

minos de las derivadas de los angulos de Cardano, § = I,G , transformando las
¥l

rotaciones segunda y tercera de nuevo en el primer sistema de coordenadas de

rotacion de la siguiente manera:

0 1]
[Wy‘ x|B| + R xRy H (2.58)
0 ¥

Puesto que la velocidad angular es un vector, se puede calcular la aceleracion

angular, [Hyl, como la primera derivada de la velocidad angular:

Ly
[’l_vl = 'wJ“ (2.59)
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) CAPITULO III.
PRINCIPALES TECNICAS DE FDA EN BIOMECANICA

En este capitulo, se presentan las principales técnicas o métodos de FDA que
se pueden aplicar a los datos biomecanicos, que toman en cuenta ruido en las
sefiales recopiladas de las trayectorias de los marcadores. Se describen algunas
técnicas de suavizacion de curvas, comenzando en este apartado con las de proce-
samiento de sefiales y finalizando con el desarrollo de splines ctibicos, que es una
técnica muy util para transformar datos discretos en datos funcionales o curvas.
Luego se realiza un analisis exploratorio y se considera el método del analisis en
componentes principales funcionales, FPCA, siglas en inglés de functional prin-
cipal component analysis para seleccionar la mejor combinacién de variables que
identifiquen las caracteristicas esenciales del movimiento humano y reduzcan la
dimension del espacio, debido a que los datos funcionales se encuentran en espa-
cios de dimension infinita.

Antes de desarrollar las técnicas de FDA en biomecanica, cabe destacar que,
en el capitulo I, los datos funcionales de biomecanica o simplemente datos biome-
canicos se describieron como «curvas». En este apartado, las curvas de los datos
del movimiento humano durante el ciclo de caminar se describen como «sefial
forma de ondan.

Una sefal forma de onda es una variable definida en el tiempo o en el es-
pacio, que transmite informacidn con datos no deseados llamados «ruido». Son
ejemplos las sefiales de forma de onda el desplazamiento, el sonido, el voltaje, la
corriente, el campo magnético, entre otras magnitudes fisicas. Estas sefiales estan
presentes en todas las manifestaciones del tiempo o del espacio y son también
llamadas «continuas o analégicas». Para mayor comodidad y para permitir la ma-
nipulacién mediante software informatico, a menudo se convierten las sefales
continuas en una serie de valores discretos para lo cual se utilizan convertidores
de sefal analdgica a digital (fig. 3.1). Se puede invertir esta situaciéon mediante
convertidores de sefial digital a analdgica para que una sefal digital pueda visua-
lizarse electrénicamente.
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En el capitulo II, se realiz6 la medicion de datos biomecanicos del movimien-
to humano, especificamente de las extremidades inferiores tanto lineal como an-
gular en la cinematica 2-D y 3-D. Se midieron los dngulos de articulacién de la
flexién-extension, «cadera», la abduccién-aduccion, «rodilla», y la rotacién axial,
«tobillo». El desarrollo de nuevas tecnologias informaticas ha permitido a los bio-
mecanicos utilizar métodos mas sofisticados y construir experimentos mucho
mas complejos. Como resultado, los estudios de biomecanica a menudo generan
grandes cantidades de datos «sefiales forma de onda». La caracteristica comun de
estos es tener una dimension grande y que pueden representarse como curvas.

El analisis de estos datos biomecanicos es un reto y, aunque se han explora-
do varios procedimientos, no se ha establecido ninguna técnica estandar para
el analisis de los datos de estas curvas. Los estudios experimentales a menudo
ayudan a determinar diferencias en tales conjuntos de datos entre varios grupos
de individuos; por ejemplo, diferencias entre los sujetos lesionados y de control,
diferencias entre atletas agrupados segun el nivel de habilidad, diferencias entre
los nifios en varios niveles de desarrollo o cambios en los patrones de movimiento
en respuesta a alguna forma de intervencion.

Figura 3.1. Sefial de muestre6 a 100 Hz
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Nota. El gréfico representa una digitalizada discreta de la aceleracion.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 279
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En la figura 3.1, se representa la forma discreta digitalizada de la aceleracion
de la cabeza de un individuo mientras estd en movimiento. La sefial se muestred
a 100 Hz (100 ciclos por segundo).

La mayoria de las sefiales biomecdnicas tienen la forma de la funcién seno y
se llaman «senoidales». Una sefial senoidal tiene cuatro caracteristicas: frecuencia
(f), amplitud (a), desfase (a ) y dngulo de fase (0). Estas caracteristicas se represen-
tan en los esquemas de la figura 3.2.

Frecuencia: f representa la rapidez con la que oscila la sefial; generalmente se
mide en hertz (un hertz es igual a 1 ciclo por segundo) (véase fig. 3.2a).

Amplitud, a cuantifica la magnitud de las oscilaciones (véase fig. 3.2b).

Desfase, a, o desplazamiento de DC, (siglas en inglés de direct current, co-
rriente directa en espafol) y representa el valor medio de la sefial (véase fig. 3.2¢).
a, es la cantidad de tiempo que la sefial puede estar retrasada o desplazada.

Angulo de fase, 8 o desplazamiento de fase (véase fig. 3.2d).

Figura 3.2. Caracteristicas de una sefial senoidal
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I\ | N | I\
c i I'.I I..- . I.. J —f W - L4 1 ¥

Angulo de fase:

Nota. En los gréficos, se representan las denominaciones: a, b, ¢ y d, correspondientes a las
caracteristicas de la sefial senoidal.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 280
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En la figura 3.2, se indican cuatro caracteristicas de una sefial senoidal que
varia en el tiempo.

Una sefal que varia en el tiempo se denota y se define por sus caracteristicas

w(t) = ap + asen(2mft + 8]
(3.1)

= ap + asen (wt + &),

donde la frecuencia angular es w = 2nf. Ademas, f esta en hertz, w esta en
radianes por segundo y hay 2n radianes en un ciclo.

3.1 SUAVIZACION DE CURVAS (DATOS BIOMECANICOS)

Se ha indicado al inicio de este capitulo,que una forma de onda es una senal
con ruido, es decir:

Datos biomecanicos = Forma de onda = sefial + ruido 3.2

Los errores o ruido asociados con la medicién de una sefial se producen, por
ejemplo, por los marcadores colocados en las extremidades inferiores para medir
el movimiento humano al digitalizar incorrectamente dispositivos como el ace-
lerémetro. Este ruido a menudo tiene caracteristicas que son diferentes de una
sefial. El ruido es tipicamente no determinista, menor en amplitud y a menudo
en un rango de frecuencia diferente de la sefial. Si se traza la sefial con el ruido,
se veria como la figura 3.3. El objetivo de suavizar es eliminar el ruido, pero sin
afectar la sefial. El problema principal es como transformar los datos funcionales
biomecanicos discretos en una buena estimacion de la funcidn subyacente.

Los datos biomecdnicos, ahora «sefiales temporales», se obtienen general-
mente a lo largo de un nimero de puntos de tiempo discreto y se supone que son
generados por alguna funcién subyacente. Los valores en los puntos de datos son
una serie de instantaneas de esa funcién en varios momentos. FDA no requiere
que los datos sean necesariamente funciones de tiempo; sino que se puede aplicar
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a otro tipo de elementos (por ejemplo, grificos en el plano). También se pue-
de suponer que los datos biomecanicos deben mostrar un cierto grado de suavi-
dad, y muchas investigaciones se han dirigido hacia el desarrollo de técnicas que
condicionan los datos originales para que muestren caracteristicas lisas (véase el
apartado 3.1 sobre el procesamiento de sefales). Por tltimo, también se asumié
que los conjuntos de datos funcionales poseen una serie de derivadas que también
son suaves. Ramsay y Silverman (2005) proporcionan una referencia exhaustiva a
las principales preocupaciones y desarrollos tedricos en FDA durante las tltimas
décadas.

Los datos biomecanicos se obtienen observando generalmente por muestreo
en tiempos discretos t,, donde i denota el i-ésimo sujeto; i = 1...., n sujetos toma-
das en la muestra de tamafonyj = 1,..., ni, donde ni es el nimero de observacio-
nes registradas del sujeto i. Sin embargo, los registros para diferentes sujetos en
una muestra pueden tener diferentes longitudes y, debido a que las mediciones se
pueden tomar en diferentes momentos para cada sujeto, el indice j se utiliza para
indicar los momentos particulares en los que se midi6 un valor para un sujeto,
dejando j de 1 a ni como el numero total de valores medidos puede ser diferente
para cada uno de los i sujetos en la muestra. Para nuestros propdsitos, se asume
que ni = n Vi; es decir, el numero de observaciones tomadas para cada sujeto es
el mismo.

A menudo los datos biomecanicos recopilados contendran errores de medi-
cion o ruido; luego, estos se pueden representar como:

o) o

Y sefial ruide
donde y, representa los datos sin procesar o crudos para el sujeto i, xi (t); es

una funcién que se estima, y j = 1, ..., n puntos de observacién de los datos, siendo
g el error observacional aleatorio tal que E[sij] =0.

80



Miriam Francisca Ortega Gutiérrez y Jorge Washington Conchaga Aushay

Figura 3.3. Sefial con ruido y sin ruido

2,0 —— Sefial

—— Senal + ruido

Magnitud

0 0,5 1,0 1,5 20 25
Tiempo (s)

Nota. El gréfico representa los datos biomecdanicos: una sefal con ruido y una sefial sin ruido o
forma de onda.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 286

En la figura 3.3, se observa una sefial con ruido (curva suavizada) y sin ruido
(curva no suavizada).

Existen muchas técnicas de suavizado de datos para eliminar la influencia
del ruido. Cada una tiene sus propias fortalezas y debilidades, y ninguna es mejor
que otra. Lo mds usual es realizar una representacion de las curvas con bases de

funciones y estimar los coeficientes basicos por minimos cuadrados ordinarios
(MCO).

Un conjunto de funciones conocidas e independientes {(pp}P < €8 una base de
un espacio funcional E si cualquier funcién o dato funcional puede representarse
por una combinacidn lineal finita, tal que cada curva muestral viene dada por:

x; (1) = X7, ¢ij o, (0), (3.4)

donde ¢, son constantes a estimarse. Estos datos funcionales o curvas mues-
trales x(t) coni = 1,..., n se pueden suavizar mediante las bases funcionales mas
utilizadas como son B-splines, series de Fourier, wavelets, etc.
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Si los datos biomecanicos son peridédicos —es decir, que tienen forma de
onda—, entonces es apropiado utilizar una base de Fourier para representarlos.
Si son localmente lisos y no periodicos, se elige una base B-Splines. Y si son rui-
dosos —seiiales con ruido, las curvas tienen picos—, una base de wavelet puede
ser apropiada. A continuacion, se describen algunas de las técnicas de suavizado
mas tipicas o basicas.

Un paso intermedio en FDA es el registro de datos para alinear las curvas
en el tiempo de acuerdo a la localizaciéon de ciertas caracteristicas o patrones de
los datos biomecanicos landmarks, como maximos y minimos, que ocurren en
todos los registros, pero en distintos tiempos y no registrarlos podria confundir
los resultados. De hecho, es muy usual que las curvas suavizadas sigan un patrén
similar, pero que la posicion en el tiempo de las caracteristicas comunes sea dife-
rente de un individuo a otro. Un estudio detallado de técnicas basicas de registros
de datos funcionales puede verse en Ramsay y Silverman (2005).

3.1.1 Suavizado polinomial

Cualquier conjunto de n puntos de datos puede ser estimado por un polino-
mio de grado n-1 de la forma:

x(t) = ag+ayt +axt? +azt? + -+ a,_ t"? 35)

La mayoria de los movimientos humanos pueden describirse por polinomios
del noveno grado o menos. Los polinomios producen un unico conjunto de coe-
ficientes que representan todo el conjunto de datos. El polinomio también tiene la
ventaja de permitir interpolar puntos en diferentes intervalos de tiempo y hacer
el calculo de derivadas relativamente facil.
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3.1.2 Medias moviles

La técnica de medias mdviles es un método no paramétrico, que se puede
considerar para suavizar un dato biomecanico o curva dependiendo del numero
de datos que se va a seleccionar:

Suavizador de medias méviles simple

Sea k = 2q +1 un numero impar; aplicarle una suavizacién k medias moviles
ala serie {x } en el instante t consiste en transformar el valor x,_en la estimacion.

Ii_q + e + I¢_1 + JCI + IH.] + e + IHQ
k

Suavizador de medias moviles centrado

Dado k = 2q un niimero par, aplicarle una suavizacion 2 x k MA a la serie {x }
en el instante t consiste en transformar el valor x, en la estimacion:

0,5x, g T X—(g-n -+ X X X+ Xpggo1 + 0,54
k

Por ejemplo, una media mévil de tres puntos se logra reemplazando cada
punto de datos (n) por el promedio de n-1, n y n+1. Una media mévil de cinco
puntos utiliza los puntos de datos n-2, n-1, n, n+1 y n+2 y proporciona un resul-
tado mas suavizado que una media moévil de tres puntos. Debe tenerse en cuenta
que habra valores no definidos al principio y al final de la serie. Este método es
extremadamente facil de implementar, pero es incapaz de distinguir las sefiales
del ruido ya que atentia los componentes de sefial validos y puede no afectar a los
componentes de ruido no validos.
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3.1.3 Transformada de Fourier

Véase la figura 3.4 y nétese que cualquier sefial temporal (sefial que varie en
el tiempo) puede representarse sumando las frecuencias individuales presentes en
la senial (Winter, 1990).

«Las transformadas de Fourier y wavelet son utilizadas para extraer medidas
basadas en energia y entropia en el dominio de tiempo-frecuencia» (Bedoya y
Vargas, 2018).

Los sistemas de instrumentacién y medida en el campo de la biomecanica del
aparato locomotor, tales como sistemas optoelectronicos, plataformas de fuerza,
EMG, electrogoniometria, convertidores A/D en general, etc., introducen, en la
medida de la magnitud fisica que se mide, una cantidad de ruido integrado por
errores sistematicos y aleatorios que corrompe la sefial obtenida. Asi, el procesa-
miento digital de sefales se ha transformado en una herramienta imprescindible,
puesto que permite la adquisicion correcta de los datos (frecuencia de muestreo),
la parametrizacion del fenomeno fisico en cuestion, la mejora de la relacion se-
fnal-ruido y la transformacion de una sefial del dominio del tiempo al dominio de
la frecuencia para facilitar su interpretacion.

Figura 3.4. Suma de ondas senoidales de 2 Hz y 20 Hz en un periodo de 2,5 s
25
20
1.5

1
0,5
0

-0,5

-10

-1,5

-2,0

2+20H2
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Nota. El gréfico representa ondas senoidales de 2 Hz y 20 Hz.

Fuente: Robertson et al., 2014, p. 280
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Enla figura 3.4, se representa la suma de ondas senoidales de 2 Hz y 20 Hz en
un periodo de 2,5 s. El desfase o desplazamiento (a ) y el angulo (6) son cero para
ambas ondas, y las amplitudes tienen valor 1.

Utilizando las funciones de seno y coseno, esta serie puede ser escrita como:
w(t) = ag + X bysen (2rft) + cpcos(2mfut) (3.6)
Esto se conoce como serie de Fourier. Los coeficientes bn y cn se denominan

«coeficientes de Fourier» que se pueden calcular utilizando las siguientes férmu-
las:

g = %jf w(t) dt, (37D
2 (T )

b, = F—[} wi(t) sen(2mf,t) dt, (3.8)
2 (T ,

Cp = F—[} w(t) cos(2m ft) dt, 39

Los coeficientes de Fourier pueden calcularse a partir de valores igualmente
espaciados en el tiempo con el uso del algoritmo de transformacion discreta de
Fourier (DFT, siglas en inglés discrete Fourier transformation). Dados los coefi-
cientes de Fourier, se puede construir la sefial original utilizando un algoritmo
DFT inverso. E1 DFT es un algoritmo de calculo recursivo. Las transformaciones
rapidas de Fourier (FFT, siglas en inglés fast Fourier transformation) toman me-
nos tiempo y se utilizan con mayor frecuencia. Una FFT requiere que el nimero
de puntos de datos originales sea una potencia de 2.

La mayoria de los paquetes de software dan el resultado de una FFT en térmi-
nos de una porcion real y una porcion imaginaria. Para una senal discreta real, la
porcion real corresponde al coeficiente del coseno y la porcion imaginaria corres-
ponde al coeficiente del seno de la ecuacion de la serie de Fourier.

La transformada de Fourier discreta tiene la ventaja de que las frecuencias
se pueden separar sin importar cuando se produzcan en la sefal. Incluso las fre-
cuencias que ocurren al mismo tiempo pueden ser separadas y cuantificadas. Una

85



Introduccion al analisis de datos funcionales. Aplicacion en Biomecanica

desventaja importante es que no se conoce cuando estan presentes esas frecuen-
cias. Se puede superar esta dificultad separando la sefial en secciones y aplicando
el DFT a cada seccién. Entonces se tendria una mejor idea de cuando una fre-
cuencia determinada ocurrid en la sefial. Este proceso se denomina transformada
de Fourier dependiente del tiempo.

El suavizado de Fourier consiste, de forma sucinta, en transformar los datos
en el dominio de frecuencia, eliminando los coeficientes de frecuencia no desea-
dos y, a continuacion, realizar una transformacién inversa para reconstruir los
datos originales sin el ruido.

3.1.4 Splines

La denominacion spline se debe al instrumento mecanico del mismo nombre
que consiste de un alambre flexible que puede ser utilizado para dibujar curvas
suaves a través de puntos asignados. Esta clase de instrumentos fueron utilizados
para realizar dibujos técnicos en las industrias aeronauticas, automotriz, naval,
etc. La teoria de los splines fue desarrollada en la década de 1940 por el matemati-
co estadounidense de origen rumano Schoenberg Isaac J., (1903-1990).

Una funcién spline, consiste en un nimero de polinomios de cierto orden
que se unen de forma suave en un conjunto de nodos prefijados (De Boor, 2001).
Los splines ctibicos (de tercer orden) y quinticos (de quinto orden) son los mas
utilizados para aplicaciones en biomecanica. Los splines son especialmente utiles
si faltan datos en el flujo que necesitan interpolacién. En muchos sistemas de cap-
tura de movimiento, los procedimientos de «llenado de huecos» se hacen ajustan-
do splines a través de los espacios «vacios» en trayectorias cuando, por ejemplo,
dos o mas camaras no pudieron ver un marcador y, por lo tanto, la trayectoria
tridimensional no pudo ser reconstruida. Para el analisis de datos funcionales
biomecanicos es necesario conocer la forma explicita de estos; sin embargo, en la
practica real, se desconoce.
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Dados
o S(x) una funcion definida en [a, b],
¢ a=x,<x, <..<x =bconjunto de puntos ordenados.

Entonces se dice que S(x) es un spline de grado p y nodos x, < x, < ...<x,
si satisface:

1. La funcién S(x) es un polinomio de grado menor o igual a p en cada
intervalo [x, x_,];

2. S(x) tiene derivadas hasta de orden (p-1) continuas en [a,b]

Ahora se particularizan estas funciones S, al caso de tercer grado por sus
buenas propiedades: derivabilidad, suavidad y continuidad, denominados splines
ctbicos. Cuando el spline pasa por los valores observados de la curva se llama
«spline de interpolacion».

Sean

¢ Xx,<Xx,<..<x,n+l puntos de un intervalo [a,b] denominados nodos,

e fyfp . f, valores de una funcién evaluada en los nodos:
f,=fx),coni=0,1,...,n.

Entonces el spline cubico natural de interpolacion de la funcion f se define
como una funcién S(x) de dominio el intervalo [x, x ] con las propiedades si-
guientes:

1. La funcién S(x) es un polinomio de orden tres en cada intervalo [x_i,x_

(i+1)].
2. S(x) = f. en cada nodo x.

3. Lasegunda derivada S”(x) existe y es continua a lo largo del intervalo [x,
x ] y se denota por S € C*([x,, x ]).

4. En los nodos extremos se cumple S”(x) = S”(x ) = 0.

La base mas usual para representar a las funciones spline es la de los B-splines
cubicos.
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Nota. Notese que los B-splines son muy usados para suavizar los datos cine-
maticos porque su estructura esta diseiada para proporcionar una funcién suave
con la capacidad de acomodar el comportamiento local cambiante. Eilers y Marx
(1996) esbozaron las propiedades generales de una base de B-splines. Una vez que
se conocen los nodos, es relativamente facil calcular los B-splines usando el algo-
ritmo recursivo de De Boor (1978).

3.2 ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS BIOMECANICOS

Para comenzar un estudio de datos biomecanicos con forma de onda, se pre-
sentaran medidas descriptivas.

En el contexto del FDA, los datos provienen de la observacion de un proceso
continuo X = {X(t);teT}. Si TER; entonces, el dato funcional es una curva. Si TS R?
luego, el dato funcional es una imagen.

De acuerdo a la definicién de Ferraty y Vieu (2006), una variable aleatoria K
se llama funcional si toma valores en un espacio infinito dimensional de funcio-
nes. Una observacion X de X se llama dato funcional.

Al trabajar con datos funcionales, el paso inicial es determinar el espacio fun-
cional con su respectiva métrica que puede proporcionar informacién relevante
acerca del comportamiento de los datos. En este caso, hay que centrarse en aquel
en que los datos funcionales son curvas pertenecientes al espacio funcional de
Hilbert L.

Sea T=[ab]JCR; L7 = {X: T - Rt.q. [, X*(t)dt < m}
Media funcional

X(t) =T, % () (3.10)
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Varianza funcional
Var(x(9) = — Xt [x(¢) — 2()]? (.11

Desviacion estandar funcional

D.E(x(t)) = \/Var(x(t)) (3.12)

Covarianza

EGU(I(E,],X(EE)} e ﬁ a2 () = 28] (t2) — %(t2)] (3.13)
Correlacion funcional

cov(x(ty)x(tz))
ar{x(ty Vari(xt:)) (314)

Corr(x(t2), x(t2)) =

Correlacion cruzada

COU{XI:E 1 }-}'{IZ}:I (3 15)
ar(x(ty))Var(y(tz)) ’

Corr(x(t1), ¥(t2)) = 7

Se pueden utilizar librerias como fda o fda.sc del software libre R para re-
construir curvas muestrales aplicando datos biomecanicos y calcular sus medidas
descriptivas.
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3.3 ANALISIS EN COMPONENTES PRINCIPALES
FUNCIONALES (FPCA)

En apartados anteriores fueron considerados los datos biomecanicos como
«sefales de forma de onda», que son sefiales con ruido de dimensién grande. Para
el estudio de estos datos se aplica generalmente el ACP multivariante sobre los
datos discretos observados.

En este texto se presenta un enfoque poco visto en la investigacién biomeca-
nica, el ACP funcional, cuyo objetivo es reducir la dimensién infinita de las se-
fiales y detectar e interpretar las diferencias en la forma y amplitud de estos datos
biomecanicos. Se utilizara también para evaluar estadisticamente las diferencias
entre grupos o condiciones de estos datos biomecanicos.

La mayoria de los datos biomecdnicos que caracterizan el movimiento huma-
no aparecen como formas de onda temporales (sefiales con ruido descritas en el
tiempo). Asi, los datos de la figura 3.5 ilustran el angulo de flexion de la rodilla
medido para un ciclo de caminar completo de cincuenta sujetos con osteoartritis
de rodilla y sesenta sujetos sin esta enfermedad. Estos datos biomecanicos tienen
algunas caracteristicas:

1. Cantidad grande de datos. En efecto, si se representa cada una de las for-
mas de onda 110 (50+60, sujetos) de cada porcentaje del ciclo de caminar
de 0 % a 100 %, (101 valores que actiian como variables), se tiene 110 *
101 = 11 110 datos. Por esta razon los datos se describen a menudo como
multidimensionales.

2. Repeticion de forma de datos. Existe un patrén subyacente de los datos
biomecanicos «formas de onda = senales con ruido» que generalmente
estos siguen. Para una forma de onda dada en un valor especifico, esta se
repite.

3. Presencia de gran variabilidad. La variacion esta dentro de cada grupoy
se relaciona con las diferencias en el movimiento de la articulaciéon de la
rodilla, variacién entre sujetos (lo que se conoce como variacion de sujeto
a sujeto). Otra parte de la variacion se debe a las diferencias en el movi-
miento de la articulacion de la rodilla entre los dos grupos (la llamada va-
riacién entre grupos), y es esta variacion la que normalmente nos interesa
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porque se relaciona con un objetivo del andlisis de datos biomecanicos:
detectar e interpretar las diferencias en los datos de forma de onda entre los
grupos de interés.

Figura 3.5. Ejemplo de angulo de flexion

Angulo de flexién de la rodilla

-

Ciclo de marcha (%)

Nota. El gréfico representa los datos biomecdanicos para cincuenta sujetos con osteoartritis avan-
zada de rodilla (OA) (lineas verdes) y ssenta sujetos sin OA (lineas negras).
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 318

Nota. El grafico representa los datos biomecanicos para cincuenta sujetos con
osteoartritis avanzada de rodilla (OA) (lineas verdes) y ssenta sujetos sin OA (li-
neas negras).

Fuente: Robertson et al., 2014, p. 318

En la figura 3.5, fueron considerados datos de forma de onda del angulo de
flexion de la rodilla.

Se trata ahora de encontrar las caracteristicas mas relevantes y destacar las mas
importantes sin perder informacion fundamental. Tradicionalmente, esto se ha lo-
grado mediante la extraccién de parametros discretos de los datos de forma de onda
(por ejemplo, célculo de valores maximos y/o minimos), aunque esto da como re-
sultado un reducido niimero de parametros que se pueden comparar entre sujetos.
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Se puede perder mucha informacion temporal de los datos en forma de onda. Estos
enfoques tradicionales conducen también a reducciones severas de los datos y se
descarta mucha informacién importante, lo que hace que estos sean insatisfacto-
rios. Ademas, para parametros discretos de estos datos biomecanicos, se han en-
contrado conclusiones inconsistentes en la literatura del tema. En algunos casos, los
sujetos individuales pueden exhibir una descripcion de forma de onda particular.
Asi, por ejemplo, si se consideran las cuatro diferentes formas de onda del momen-
to de aduccion de la rodilla, medido durante el ciclo de caminar presentada en la
figura 3.6, comenzando con la forma de onda del momento de aduccién de doble
pico clasico que se representa cominmente (fig. 3.6a). Las otras tres formas de onda
son formas de onda atipicas sin picos definidos (fig. 3.6 b-d). A pesar de que estas
formas de onda son atipicas, estan presentes en varias poblaciones.

Aungque los valores de maximos y/o minimos en una serie de tiempo pueden
ser evidentes y cuantificados facilmente, surge una inquietud: ;como cuantificar
dos formas de ondas complejas que varian en magnitud y forma?

Figura 3.6. Forma de onda del momento de aduccién para cuatro sujetos

§ 04 5 08
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Ciclo de marcha (%) Ciclo de marcha (%)
Nota. El gréfico representa los datos biomecéanicos de forma de onda del momento de aduccién
para cuatro sujetos.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 319
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En la figura 3.6, se representan datos de forma de onda, o simplemente datos
biomecanicos del momento de aduccién para cuatro sujetos: (a) forma de onda
tipica, (b) forma de onda sin picos definidos, (c) forma de onda sin segundo pico
definido, (d) forma de onda sin primer pico definido.

El objetivo del presente apartado es describir el uso de las técnicas PCA y
FPCA al obervar la conjuncién en el método denominado anilisis de compo-
nentes principales funcionales que, en sus siglas en inglés, es FPCA (functional
principal component analysis), herramienta estadistica para identificar caracteris-
ticas esenciales de los datos biomecdnicos, como por ejemplo, la posicién angular
durante el ciclo de caminar, también otras variables cinematicas como: velocidad
y aceleracion, del movimiento humano durante el ciclo de caminar.

3.3.1 PCA Multivariante

El andlisis de componentes principales multivariante (PCA) es una técnica
de descomposicion ortogonal, lo que significa que las componentes principales
individuales resultantes son incorreladas entre si. Matematicamente, PCA es una
transformacion ortogonal que convierte un nimero de variables correlacionadas
en un numero menor de variables no correlacionadas, denominadas componen-
tes principales y que cumplen la propiedad de maximar la varianza de combina-
ciones lineales de los datos biomecanicos. El PCA es ideal para la reduccion de
datos y resumen de la informacion muestral. La interpretacion se ha utilizado
eficazmente en la investigacion biomecanica para analizar datos de forma de onda
temporal, incluyendo la posicion del ciclo de caminar.

Cuando se aplica la técnica PCA del analisis multivariado mediante una com-
binaciéon de sefiales ortonormales que cumplen con la propiedad de maximar la
varianza, se calculan y extraen un conjunto inico de variables incorreladas (com-
ponentes principales) que explican la presencia de variabilidad en los datos de
forma de onda. Los tres principales aspectos del PCA son:

1. Las componentes principales son incorreladas entre si.

2. Solo algunas de las componentes principales son necesarias para represen-
tar adecuadamente la variabilidad de los datos de forma de onda original.
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3. Las representaciones de las componentes principales se pueden utilizar
para detectar e interpretar diferencias entre sefiales de sujetos.

En el caso de tener un conjunto de sefiales temporales, se pueden representar
los datos en forma matricial:

Xy

P
xzp

X11 X1z,

X = x:il 132‘.:: (3.16)

Xn1Xnz Xnp

donde cada fila representa un individuo, y cada columna representa los valo-
res de la variable temporal en un instante particular para todos los n individuos.
En la ecuacion (3.16), se presentan p variables de observaciones temporales, es
decir, p puntos de tiempo para cada uno de los n individuos. Por ejemplo, cada
curva del angulo de flexion de la rodilla de la figura 3.6 ocuparia una fila en la ma-
triz, con cada columna representando un punto de tiempo de las formas de onda
angulares. Para estos 110 individuos, cada uno con formas de onda muestreadas
en 101 puntos de tiempo (0 %-100 % ciclo de marcha), n=110y p = 101.

El interés ahora es el andlisis de la variacion de estos datos, en términos de
como cambia la forma de onda con el tiempo y cdmo un individuo varia respecto
a otro. Una forma es mediante la matriz de varianzas-covarianzas de X, aqui de-
notada con S.

Xy
X

X131 X212,
X1 Xaz

P

2
X = . 3.17)

Xn1Xnz Xnp

Los elementos diagonales, s, representan la varianza estimada en cada instan-
te de la forma de onda, donde:

_ ZE:](IJ{E - _-EJZ
n—1

(3.18)

Sii
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donde i es la columna y n es el nimero de filas (individuos). Los elementos
diagonales s, representan la covarianza entre cada par de instantes de tiempo de
las sefiales temporales, es decir las variables, X, y X, (i-ésima fila y j-ésima colum-
na).

_ Zﬂ:;'{xm - f:)(xk;' - f;)

n—1

(3.19)

SU:

Si las covarianzas son diferentes de cero, entonces hay cierta relacion lineal
entre las dos variables. La fuerza de esta relacion puede ser representada por el
coeficiente de correlacion:

rj = - (3.20)
SiiS :
La matriz de varianzas-covarianzas S contiene la estructura de variabilidad
de los datos originales y, si los elementos distintos de la diagonal principal son
diferentes de cero, entonces significa que las sefiales temporales estan correlacio-
nadas. Las componentes principales se extraen de esta matriz S. Hay que recordar
que el conjunto de componentes principales que se busca no esta correlacionado,
lo que significa que se asociaran con una matriz de varianzas-covarianzas que
sean todos los elementos de fuera de la diagonal principal iguales a cero. El proce-
so de transformacion de la matriz de varianzas-covarianzas de datos originales S
a la matriz de varianzas-covarianzas de las componentes principales D se conoce
como diagonalizacion, o descomposicion ortogonal de acuerdo al dlgebra lineal,

y se puede escribir como:
U'su =D, (321)

donde la matriz U se puede considerar como una matriz de transformacion
ortogonal que cambia a los datos originales en un nuevo sistema de coordenadas.
Las nuevas coordenadas son las componentes principales y estan alineadas con las
direcciones de variacion en los datos. Las columnas de U son los vectores propios
de S y son a menudo llamados vectores de carga (pesos) de componentes prin-
cipales o simplemente PC de carga. D es una matriz diagonal cuyos elementos,
i, son los valores propios de S, y cada valor propio es una medida de la variacion
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asociada a cada componente principal. El nimero de elementos de la diagonal no
nulos de D es el numero maximo de componentes principales. Este nimero es
menor o igual al nimero de individuos n, o a la dimensién p de las sefales, que
corresponde al rango r de S. En nuestro ejemplo de las sefiales o datos biomecani-
cos (formas de onda) de angulos de flexion de la rodilla, el rango de S = 101, por
lo que el numero maximo de componentes principales es 101. En la practica solo
se usa una pequea fraccién del nimero maximo de componentes principales. El
ultimo paso es utilizar la matriz U para transformar los datos originales de X, en
las nuevas componentes principales no correlacionados (Z), es decir:

Z [x=-X] U

(nxr) = (nxp) (pxr) (3.22)

donde cada columna de la matriz Z es una componente principal y sus ele-
mentos se denominan puntuaciones de componentes principales o puntuaciones
de PC.

Después del calculo, las componentes principales se ordenan de acuerdo a la
cantidad de varianza que cada una expone en los datos originales, por lo que la
primera componente explica la cantidad maxima de varianza, la segunda tiene
la varianza maxima sujeta a ser ortogonal a la primera, y asi sucesivamente. La
varianza de cada componente principal viene dada por los valores propios, A, que
son los elementos de la diagonal de la matriz D. El PCA es una transformacién de
preservacion de la varianza de modo que la variacién total en los datos origina-
les es capturada por las componentes principales. La medida mas comunmente
utilizada para la variacion total de datos es la suma de las varianzas de cada varia-
ble, que es igual a la suma de los elementos de la diagonal de S. A la suma de los
elementos diagonales de una matriz se conoce como traza (tr) de una matriz, de
modo que:

tr(8) = tr(D) (323)

De esta manera se puede cuantificar la porcidn de la variacion total explicada

por cada componente principal,
i J_l
tr(S) >A

Variacion explicada por. PC; = (3.24)
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Para el caso de los datos de forma de onda de flexion de la rodilla (fig. 3.5), se
ve que mas del 90 % de la variacién en los datos es capturado por las primeras 3
PCy casi el 99 % de la variacion se explica por las primeras 5 PC. El desglose por
PC se muestra en la tabla 3.1.

Tabla 3.1. Variaciones explicada y explicada acumulada

PC Variacion explicada (%) Variacion explicada acamulada (%)
PC1 61,5 615
PC2 199 814
PC3 12,5 939
PC4 28 96,7
PC5 20 98,7

Nota. En esta tabla de variaciones explicada y explicada acumulada.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 329

En la tabla 3.1, se indican las variaciones explicada y explicada acumulada
para cada componente principal, PC de datos biomecanicos del angulo de flexion.

El siguiente paso es interpretar las componentes principales. El proceso de
relacionar las componentes principales con las variables biomecanicas originales
es importante porque, por lo general, interesa interpretar las diferentes compo-
nentes principales que se calcularon. En el caso de los datos biomecanicos del
angulo de flexion, se observa (fig. 3.7) que las dos primeras PC permiten separar
los individuos enfermos (OA) de los no enfermos. Estas diferencias se pueden
contrastar mas objetivamente haciendo un test sobre las medias de las componen-
tes principales en los dos grupos como puede verse en la figura 3.8. Los resultados
evidencian claramente que la tercera y cuarta componentes principales se com-
portan igual en ambos grupos mientras que las diferencias significativas estan en
la primera y la segunda PC.

Pero ;qué caracteristicas de las curvas de angulo de flexion de la rodilla estan
asociadas con estas dos componentes principales? Por lo tanto, nos gustaria iden-
tificar e interpretar la(s) caracteristica(s) del angulo de flexién de la rodilla que
estd asociado con estas componentes principales.
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Figura 3.7. Puntuacion de PC para sujetos con OA y los sujetos sin OA

< Saludable
100 O Rodilla OA
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o

-

Angulo de flexién, puntajes PC2

_
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-250 -200 -150 -100 -50 O 50 100 150 200
Angulos de flexién, puntajes PC1

-

Angulo de flexién, puntajes PC4

-120 -100 -80 -60 -40 -20 -10 O 20 40 60 80
Angulos de flexién, puntajes PC3

Nota. Los graficos representan valores de puntuacién de PC para los sujetos con OA.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 321
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Enla figura 3.7, se presentan los valores de puntuaciéon de PC para los sujetos
con OA (con dolor en la rodilla, cuadrados negros vacios) y los sujetos sin OA
(sin dolor en la rodilla, diamantes verdes vacios). a) las puntuaciones PC1 versus
PC2.b) PC3 versus PC4 puntuaciones.

Figura 3.8. Comparaciones de puntuaciones de componentes principales PC

40| p<iE—a Saludable
30 J p<1E—12 © Rodilla OA

20 | :
10 P=0.55 p=i. 08

E 5

Puntaje
o

PC#

Nota. El gréfico representa comparaciones de puntuaciones de PC.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 322

Véase, en la figura 3.8, comparaciones de puntuaciones de PC. La media +
SEM para los sujetos con OA (cuadrados negros vacios) y los sujetos sin OA (dia-
mantes verdes vacios) se muestran para cada PC. La prueba t student no em-
parejada con una correcciéon de Holm-Sidak para comparaciones multiples fue
realizada para comparar la diferencia de los promedios para cada PC. Los valores
p ajustados se dan por encima de cada comparacion.

El método PCA extrae las caracteristicas de la variacion de los datos de forma
de onda originales. Estas caracteristicas se pueden interpretar basdandose en el
hecho de que cada componente principal estd asociado con un cambio de forma
particular en las formas de onda. La interpretacion se logra examinando la forma
del vector de carga y las formas de onda individuales correspondientes a los valo-
res altos y bajos de la puntuacion de las PC.

En la practica, el nimero de componentes principales se suele seleccionar
por orden de variabilidad de modo que la suma de las varianzas explicadas sea al
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menos del 90 %. El scree plot es una ayuda grafica muy interesante para hacer la
seleccion. Finalmente, los datos originales pueden ser aproximados en términos
de las componentes principales seleccionadas y sus cargas.

3.3.2 PCA Funcional, FPCA

El concepto clave del enfoque del analisis de datos funcionales (FDA) es que
toda la secuencia de mediciones para un movimiento o condicién se ve como una
funcion o una sola entidad en lugar de una serie de puntos de datos individuales.
El término analisis de datos funcionales fue introducido por Ramsay y Dalzell
(1991).

El analisis de componentes principales funcionales (FPCA) es una extension
de la técnica multivariada clasica al dominio funcional. En este caso, se utilizan
funciones propias en lugar de vectores propios para representar las componentes
principales. Una ventaja importante de FPCA es que produce funciones princi-
pales que son definidas en el mismo dominio que las observaciones funcionales
originales y, consecuentemente, las componentes principales funcionales (FPC)

Figura 3.9. Componentes principales funcionales de abduccién-aduccion
para el movimiento de las piernas

Angulo ABD FPC de la pierna de FPC

Valores de la curva FPC

0 50 100
Porcentaje de postura

Nota. Fl gréfico representa componentes principales funcionales (funciones peso).
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 331
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extraidas en el andlisis tienen una definida interpretacién biomecanica. La figura
3.9 muestra tres FPC (funciones peso o carga de las PCS) para el angulo de ab-
duccion-aduccion de las extremidades inferiores durante la fase de postura en
marcha. Ademas, un multiplo de cada FPC se puede agregar a (o restar de) la
curva media global del grupo para demostrar las caracteristicas precisas del mo-
vimiento de abduccién-aduccion de los sujetos que tienen una puntuacién alta (o
baja) en cada FPC.

En la figura 3.9 se observan las componentes principales funcionales de ab-
duccién-aduccién para el movimiento de las extremidades inferiores (Coffey et
al., 2008).

Al igual que en el PCA tradicional, cada FPC tendrd en cuenta una cierta
proporcion de varianza, y es necesario determinar cuantos FPC se requieren para
completar un analisis significativo. Esto se puede lograr mediante la inspeccién
de la gréfica Scree como se muestra en la figura 3.10. Esto muestra que, a medida
que aumenta el nimero de PC, la cantidad de varianza contabilizada se aproxi-
mara al 100 % y cada FPCA que tenga éxito tendra una menor y menor variacion

progresivamente.
Figura 3.10. Grafico Scree de FPC
100 = =
S 80
34
= —— Acumulativo
g 60 —3— Individual
e —_—95%
S 40
.=
'
S 20
0 1 2 3 4 5

Nuamero PC

Nota. El grafico Scree de FPC de componentes principales funcionales.
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 331
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En la figura 3.10, se presenta el grafico Scree de FPC. En este ejemplo, esta
claro que las tres primeras FPC representan mas del 95 % de la variacion en la
muestra.

Veamos ahora como se calculan numéricamente las FPC. El andlisis de estas
da como resultado funciones propias, y por lo tanto la r-ésima FPC, denotado
como &r (t), se representa como una funcion que describe un patrén particular
del comportamiento sobre el intervalo de tiempo considerado. Sea x(t) la media
del conjunto de datos funcionales y

s, ) = NTTEE, [x(s) — %()][x,(6) — %(8)] (325)

denota la funcién de covarianza del conjunto de datos funcionales, donde s
y t son puntos del tiempo. El calculo de las FPC implica la descomposicion orto-
gonal de la funcion de covarianza (en lugar de la matriz de covarianza como en
la PCA multivariada) para determinar los modos dominantes de variacion en los
datos. Cada FPC se estima resolviendo

JUs,E () =p &.(s), (326

donde pr es un valor propio apropiado. La proporcién de variacion contabi-
lizada por la r-ésima FPC es

Pr
s 327

Para un analisis adicional, cada sujeto puede ser ponderado por cada uno de
los FPC extraidos. De alli resultan escalares referidos como puntuaciones FPC.
Es decir, para cada individuo i se calcula la puntuacién de la r-ésima FPC como:

fir = JE.®[x;(0) —X(D)]dt.  (328)

Estas puntuaciones de FPC se pueden utilizar en el analisis estadistico adicio-
nal para determinar las tendencias del grupo.
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Después de completar el analisis de componentes principales funcionales
FPCA, el siguiente paso es presentar los resultados de manera que permitan una
interpretacion perspicaz. Ramsay y Silverman (2005) recomiendan el uso de gra-
ficos que presenten la curva media del conjunto de los datos xi(t) originales, y la
media X(t), y las funciones obtenidas sumando y restando un multiplo adecuado
de cada funcién FPC, por ejemplo, y (t)£cx§ (t). La figura 3.11 muestra esta for-
ma de presentacion para las tres primeras FPC de los conjuntos de datos de angu-
lo de abduccién-aduccién de la pierna. La figura 3.11a muestra las tres primeras
FPC trazadas con respecto al porcentaje de posicion. La 3.11b muestra que las
puntuaciones altas de la primera componente funcional principal (FPC1), ilustra-
da por los signos mas ( + ), se caracterizan por un angulo de abduccién-aduccion
de la pierna que estan por debajo de la funcién media. Por el contrario, los bajos
marcadores ilustrados por los signos menos (-) se caracterizan por un angulo de
abduccidn-aduccién de la pierna que es mas alta de la funcién media. La figura
3.11c muestra el efecto de FPC2 en relacion con la funciéon media con altos angu-
los positivos tanto para los signos mas como los menos. Por lo tanto, FPC2 des-
cribe los movimientos exactos de la abduccidon-aduccion de la pierna asociados

Figura 3.11. Visualizacién de FPC
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Nota. Los gréficos representan visualizaciones de componentes principales funcionales (FPCs).
Fuente: Robertson et al., 2014, p. 319
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al talén. La figura 3.11d muestra la FPC3 para el mismo conjunto de datos, y es
claro que los altos puntajes positivos tienden a mostrar un mayor rango de mo-
vimiento de abduccidn-aduccién de la pierna y los puntajes negativos tienden a
mostrar un menor rango de movimiento de abduccién-aduccién de la pierna. Por
lo tanto, FPC3 es representativa del rango de movimiento abduccién-aduccion de
la pierna durante toda la fase de postura.

En la figura 3.11, se presentan cuatro visualizaciones de componentes prin-
cipales funcionales (FPC). En el grafico a, los primeros tres FPC se demuestran
para el angulo de abduccién-aduccion de la pierna en la fase de la postura en el
funcionamiento. El efecto de puntuaciones altas (+) o bajas (-) para cada una
de las tres FPC se muestran analogamente en los graficos b, FPC1; ¢, FPC2, y d,
FPC3.
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) CAPITULO IV.
REVISION DE PUBLICACIONES CON APLICACIONES
DE FDA EN BIOMECANICA

En este capitulo, se presenta una lista de resimenes de publicaciones que to-
man en cuenta las principales técnicas de FDA, con aplicaciones en biomecanica:
técnicas del andlisis exploratorio, técnicas de suavizacion de curvas y FPCA, entre
otras.

La técnica mas utilizada para explicar la variabilidad de datos biomecanicos
es, hasta el momento, FPCA que, como se ha comentado en el capitulo anterior, es
una extension de PCA multivariada en la que las componentes principales estan
representadas por funciones y no por vectores (Ramsay y Silverman, 2002).

A continuacion, se presenta un resumen con los objetivos, métodos y princi-
pales resultados de las referencias seleccionadas.

4.1 FUNCTIONAL DATA ANALYSIS OF KNEE JOINT KINEMATICS
IN THE VERTICAL JUMP (ANALISIS DE DATOS FUNCIONALES
EN LA CINEMATICA DE LA ARTICULACION DE LA RODILLA
EN EL SALTO VERTICAL)

Fuente: Ryan et al., 2006.

La compresion del proceso cinematico de la rodilla en el salto vertical re-
quiere un desarrollo efectivo de los patrones de coordinacion entre segmentos
(muslo y pierna). El propdsito de este trabajo es describirlos y cuantificarlos usan-
do procedimientos del FDA. Para llevar a cabo el estudio, se obtuvieron datos
biomecanicos de las extremidades inferiores (dngulos de articulacion de la rodilla
flexion-extension) de cuarenta y nueve nifios que realizaron el salto vertical. Los
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nifos fueron asignados por etapas de crecimiento utilizando los criterios de Ga-
llahue y Ozmun. Los datos de coordinacién de articulaciones entre segmentos
consisten de parejas de datos (por ejemplo, tiempo-aceleraciéon angular) los cua-
les se suavizaron utilizando técnicas estadisticas de suavizacién como B-splines y
las funciones resultantes se analizaron utilizando FPCA. Los resultados del anali-
sis proporcionaron una base para la aplicacion de técnicas FDA en biomecanica.

En este estudio, los autores Harrison y Hayes realizan acertadamente la utili-
zacion de las técnicas del analisis de componentes principales funcionales, FPCA,
como la suavizacion en general de curvas, entre otras y nos motiva a dar mas
importancia a los métodos matematicos como base de los estudios para las apli-
caciones en otras ciencias; en particular la que se esta aplicando, la biomecanica.
Este trabajo académico nos alienta a poner en practica el dicho cubano «No sabe
mas el que dice o hace de lo ajeno, sino el que dice o hace de lo suyo».

4.2 FUNCTIONAL DATA ANALYSIS OF RUNNING KINEMATICS IN
CHRONIC ACHILLES TENDON INJURY (ANALISIS DE DATOS FUN-
CIONALES DE LA CINEMATICA DE LA MARCHA EN LA LESION
CRONICA DEL TENDON DE AQUILES)

Fuente: Donoghue et al., 2008.

El analisis mas comun para las lesiones créonicas del tendon de Aquiles (AT)
se basa en medidas discretas, que proporcionana un analisis parcial e incompleto
debido a que muchos de los datos se descartan.

El FDA ve estos datos biomecanicos como una funcion (curvas o imagenes)
y conserva asi las caracteristicas de esta. Por tal motivo, en este estudio se utiliza
el FDA para examinar los mecanismos de la lesién crénica del AT y los efectos
funcionales de la drtesis. Para el estudio, se tomaron en cuenta doce sujetos con
lesion crénica del AT y doce controles (sujetos sin lesion cronica AT) que co-
rrieron sobre una cinta. Los datos cinematicos tridimensionales se obtuvieron
utilizando sistemas de captura de movimiento Qualisys que funcionan a 200 Hz.
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Los angulos de dorsiflexion del tobillo (ADF); flexion de la rodilla (KF); eversion
(EV), calcaneo y abduccion de la pierna se calcularon a través de la pose o postu-
ra. Estos datos biomecanicos se representaron primero como funciones, y luego
se aplico la técnica de las componentes principales funcionales para describir los
factores que explican la variacion en los datos. Estas componentes se compararon
en condiciones de AT, sujetos de control y sujetos con drtesis sin ortesis. Los re-
sultados proporcionaron informacion adicional sobre los patrones de movimien-
to en comparacion con los enfoques tradicionales e identificaron el periodo mas
relevante en la postura que aparece en las lesiones. El estudio mostré evidencia de
que la variabilidad esta relacionada con la presencia de lesiones en esta poblacion
clinica.

Se resalta en este articulo de Donoghue y colaboradores, publicado en el afio
2008, la aplicabilidad de la técnica FDA en la lesion crénica del tendon de Aquiles
(AT). A pesar de que los datos biomecanicos son complejos, los utilizan para des-
cribir patrones de movimiento y no solo consideran técnicas tradicionales de la
estadistica inferencial como la estimacion y pruebas o contrastes de hipétesis. Se
considera también que «mientras mas ensefilemos, mas aprendemos».

4.3 APLICACION DEL ANALISIS DE DATOS FUNCIONALES
A LA CARACTERIZACION DE LA FUNCION ARTICULAR
DEL CUELLO (FDART)

Fuente: IBV, 2012

Muchas patologias de cuello presentan sintomas que no se asocian a dafos
detectables de las vértebras o tejidos blandos. Por ello, es importante el uso de
la prueba de valoracion funcional, la cual analiza el movimiento del cuello para
determinar en qué medida el patrén del movimiento se aparta del normal; sin
embargo, esta técnica tiene limitantes: la fiabilidad de los resultados depende de la
cooperacion del paciente y los resultados de las pruebas no ofrecen informacion
sobre el origen de la lesién, de manera que no hay una relacién directa entre los
resultados de las pruebas funcionales y los de las exploraciones que estudian los
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dafos en las estructuras corporales. Para solucionar esta problematica se cumple
el siguiente objetivo.

Presentar un nuevo enfoque de las pruebas funcionales del cuello utilizando el
FDA, el cual permite establecer un nexo de union entre las técnicas de valoracion
funcional y las caracteristicas de la funcion articular alteradas por las lesiones.

En este estudio, se utilizaron los datos cinematicos de una muestra de cien
individuos (treinta sanos, treinta patologicos, diez con sindrome de latigazo cer-
vical y treinta simuladores). En ellos se aplicé un modelo basado en imdgenes
cinematicas para obtener patrones articulares y establecer criterios de clasifica-
cién de pacientes a partir de sus caracteristicas individuales. Se aplicé a la base
de datos una version funcional del coeficiente de correlacién intraclase y se ob-
tuvieron unos valores superiores a 0,9; lo que muestra la fiabilidad de la técnica.
Mediante modelos en los que se utiliza la técnica del FPCA, se ha obtenido que
cuatro factores engloban la mayor parte de variabilidad en el caso del patrén de
las personas sanas. Posteriormente se aplic un analisis de la varianza funcional
functional analisys of variance (FANOVA) que permite observar las diferencias
asociadas a la existencia o no de la enfermedad. Todo este estudio ha permitido
sentar las bases para un nuevo enfoque en la valoracién funcional de determina-
das patologias de cuello.

Los investigadores del Instituto de Biomecdnica de la Universidad de Valen-
cia-Espafa (IBV) fomentan la cultura de la investigacion cientifica y es un ejem-
plo positivo para institutos, centros, grupos de investigacion de la Escuela Supe-
rior Politécnica de Chimborazo (Espoch), pues, nuestra alma mater debe seguir
también los pasos de buscar ciencia que, proporcione la solucién a los problemas
de la sociedad ecuatoriana en todo campo, principalmente en los de la salud y lo
economico. De hecho, «la Espoch enseiia lo que investiga».
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4.4 APPLICATIONS OF FUNCTIONAL DATA ANALYSIS
IN SPORT BIOMECHANICS (APLICACIONES DEL ANALISIS
DE DATOS FUNCIONALES EN BIOMECANICA DEPORTIVA)

Fuente: Harrison, 2014

Los métodos tradicionales del andlisis de datos que se aplican en biomecanica
a menudo se centran en sola una articulacidn; utilizando variables discretas como
el desplazamiento de la posicion durante el ciclo de caminar. Sin embargo, estos
analisis son inadecuados al considerar la naturaleza compleja de la coordinacion
(de las articulaciones) humana.

El objetivo es analizar eficazmente la coordinaciéon de las articulaciones. Es
importante considerar los datos biomecanicos desde una perspectiva funcional y
aplicar métodos tales como el FDA. El presente estudio aplica los cuatro pasos del
FDA en datos de coordinacién en biomecanica deportiva:

Paso 1: selecciona la base a los datos biomecanicos, es decir, deben estar re-
presentados por algun tipo de funcién. Tipicamente, para los datos cine-
maticos y cinéticos (que son no periodicos), B-Splines es apropiado.

Paso 2: consiste en normalizar los datos mediante el registro de marcadores
(puntos de referencia).

Paso 3: aplica la técnica del FPCA que utiliza funciones propias en lugar de
vectores propios.

Paso 4: se presentan los resultados del FPCA que permitan interpretaciones
perspicaces.

Se recomienda utilizar graficos que presenten la curva media de los datos
originales junto con las funciones obtenidas del FPCA (agregando y restando un
multiplo adecuado de cada funcién del PCA). Se concluye que el FDA y el FPCA
proporcionan fortalezas particulares en el estudio de la coordinacion, ya que pre-
sentan un analisis en el mismo espacio y esto puede facilitar informaciéon mas
clara sobre los cambios y patrones de coordinacion.
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La publicacion de Harrison (2014) sobre la biomecanica deportiva nos ayuda
a manejar las técnicas FDA y FPCA con una metodologia acertada en busqueda
de resultados mas eficaces e interpretaciones perspicaces, tomando en cuenta el
analisis exploratorio de datos y, con este, resaltar el aspecto grafico y el resumen
de datos con estadisticas descriptivas para llegar a concluir con técnicas inferen-
ciales como estimacion y prueba de hipotesis. «La estadistica es una rama de las
matematicas que trata sobre la recopilacion, representacion, analisis e interpreta-
cién de un conjunto de datos para contribuir en la toma de decisiones acertadasy
la obtencién de conclusiones» (Congacha, 2012).

4.5 FUNCTIONAL DATA ANALYSIS OF AGING CURVES IN SPORTS
(ANALISIS DE DATOS FUNCIONALES DE CURVAS
DE ENVEJECIMIENTO EN DEPORTISTAS)

Fuente: Wakim y Jin, 2014.

Es cierto que la condicion atlética y fisica se ve afectada por la edad. Al trazar
el rendimiento de un deportista contra su edad, se crea un grafico llamado curva
de envejecimiento del jugador. A pesar del gran interés para entrenadores y coor-
dinadores del andlisis de estas curvas de envejecimiento, hasta ahora, se han uti-
lizado técnicas rudimentarias como, por ejemplo, analisis de regresion multiple
con splines interpolantes, que limitan el alcance de las conclusiones.

Este trabajo tiene como propdsito realizar el estudio de las curvas de enve-
jecimiento de deportistas mediante FDA y argumentar que el andlisis de datos
funcionales es mas general y mds flexible en comparacién con los métodos que se
han utilizado en la estadistica multivariada. Primero, con los datos biomecanicos
representados por las curvas de envejecimiento del jugador, se revisan las técnicas
comunes del FDA y se describe y aplica sobre un método especializado llamado
PACE, siglas en inglés que, en castellano, se traducen como «analisis de compo-
nentes principales a través de la esperanza condicional» y que es particularmente
util para el analisis deportivo. En segundo lugar, se destacan las ventajas del FDA
en el deporte.
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Finalmente, se adopta un enfoque de FDA mediante el andlisis de datos para
jugadores de la National Basketball Association (NBA) y Major League Baseball
(MLB). En el analisis de los datos de MLB, se realizan pruebas de hipétesis funcio-
nales para mostrar los resultados de las diferencias en las curvas de envejecimien-
to entre los potenciales bateadores y los potenciales no bateadores. También se
ilustra una herramienta que nos permite discernir los principales modos de varia-
cidén en el conjunto de curvas de envejecimiento de estos deportistas. Se muestra
también que hay tres patrones distintos de envejecimiento en los jugadores de la
NBA. Al observar a los basquetbolistas que caen en cada uno de los tres patrones,
se nota que hay diferencias en la capacidad de puntuaciéon. También se muestra
que el patron de envejecimiento es independiente de la posicion. Esto demuestra
como el FDA puede llevar a conclusiones que difieren de la opinién popular y los
analisis que utilizan métodos mas rudimentarios. Se concluye de este trabajo que
el rendimiento de un jugador en realidad cambia continuamente con la edad.

Wakim y Jin (2014), autores del articulo cientifico, «Analisis de datos funcio-
nales de curvas de envejecimiento en deportistas» ponen en practica, lo que se
quiere transmitir a los estudiantes: «Aprender estadistica no sirva para aprender
estadistica, sino para comprender los problemas de la gente», pues este trabajo
ayuda muchisimo a entrenadores y coordinadores del deporte (Congacha, 2012).

4.6 FUNCTIONAL DATA ANALYSIS AS AN ALTERNATIVE FOR THE
AUTOMATIC BIOMETRIC IMAGE RECOGNITION: IRIS APPLICATION
(ANALISIS DE DATOS FUNCIONALES COMO ALTERNATIVA

PARA EL RECONOCIMIENTO AUTOMATICO DE IMAGENES
BIOMETRICAS: APLICACION EN EL IRIS)

Fuente: Muiioz et al., 2014

Un sistema para el reconocimiento automatico de imagenes biométricas
consta de varios componentes, que normalmente incluyen deteccion, seguimien-
to, extraccion de patrones; representacion de objetos y reduccion de dimensio-
nalidad. Una forma para esta representacion puede ser el enfoque de andlisis de
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Figura 4.1. Diagrama general de FDA para la tarea
de reconocimiento de imagenes

Procesando Seleccion del Aproximacion
Imagen —> . —>| Normalizacién | conjunto de [ proxu
imagen funcional
bases
4
Identificacion quﬁgentes
de resultados coincidentes

Nota. Diagrama general de FDA para la tarea de reconocimiento de imdgenes.
Fuente: Ortega y Congacha, 2001

datos funcionales (FDA). El iris del ojo humano es el unico érgano interno ver-
daderamente visible desde el exterior. El procesamiento automatico de su imagen
contiene los pasos esenciales. Esto incluye soluciones innovadoras para su detec-
cién y segmentacion. El diagrama de la figura 4.1 muestra los pasos necesarios
para realizar una tarea de reconocimiento de imagenes basada en el analisis de
datos funcionales. Se sabe que las imagenes digitales pueden ser representadas
por funciones.

Este trabajo propone explicar en detalle una metodologia para representar
imagenes utilizando el FDA y como se puede realizar un analisis adicional con
este enfoque, utilizando las imagenes del iris que tienen un aspecto geométrico
circular que, junto con su aparente simetria rotacional, sugieren una expansion
de base funcional en un dominio circular, técnica que se conoce como polino-
mios circulares de Zernike en investigacion oftalmologica. Se trata de funciones
base para la representacion del iris (parecidas a los B-splines) que proporcionan
resultados novedosos para la representacion de imagenes, ya que su naturaleza
continua se conserva. Representar usando datos funcionales proporciona muchas
ventajas. Una de las mas significativas es la reduccion apreciable de la dimension
de los datos. Aunque el trabajo se centra principalmente en imagenes de iris, la
metodologia propuesta podria aplicarse para resolver problemas de reconoci-
miento en otros dominios.
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El investigador cubano Muiioz y sus colegas, a través de este trabajo cienti-
fico, nos ensefian a ser didacticos en temas de compleja explicacion. Los autores
exponen, en su diagrama general del FDA, el andlisis de datos funcionales para
el reconocimiento automatico de imagenes biométricas y aplicacion en el iris del
ojo. Se reconce lo que indica el pensador chino Confucio: «Lo que oigo olvido, lo
que veo recuerdo y lo que hago aprendo».

4.7 ANALISIS MULTIVARIADO DE DATOS FUNCIONALES
APLICADO A CURVAS DE ENCEFALOGRAMAS

Fuente: Rios et al., 2017

Al estudiar las senales emitidas por la actividad cerebral, el analisis de datos
en neurociencias suele ser complejo debido al gran volumen de informacién. A
pesar de que el registro tiene caracteristicas discretas, en realidad son funciones
de onda por su naturaleza continua dado que dependen del tiempo. Los desa-
rrollos tecnolégicos han hecho posible que los investigadores de muchas areas,
entre ellas biomecanica, dispongan de grandes volimenes de informacién para
un mismo individuo. Usualmente, estos datos pueden ser representados a través
de curvas o, en general, de funciones. De ahi surge un nuevo campo de estudio en
estadistica denominado andlisis de datos funcionales (FDA). En FDA, la unidad
basica de informacion es la funcién completa mas que un conjunto de valores. Los
métodos estadisticos usuales han sido adaptados a cada situacion. En particular,
se ha desarrollado el analisis de conglomerados funcionales por el método de
k-medias donde la actividad cerebral responde a una funcién de onda de la carga
eléctrica de las neuronas sobre el tiempo. Surge entonces la oportunidad de apli-
car el FDA a este tipo de registros.

El objetivo de este trabajo es describir la aplicabilidad del analisis de con-
glomerados funcionales por el método de k-medias para clasificar la actividad
cerebral en ratas Norvegicus wistar. Para ello se realizo la conversion de datos ci-
nematicos registrados en funciones de onda, usando bases de Fourier. El analisis
se realiz6 mediante el software R utilizando las librerias, fda y fda.usc. Se proce-
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saron los datos obtenidos en el electroencefalograma (EEG), convirtiéndolos en
funciones por medio de bases de Fourier hasta obtener conglomerados que ha-
cen una categorizacion no supervisada consistente, especialmente respecto a los
atributos de frecuencia y regularidad de las ondas. Por lo tanto, el trabajo ofrece
una alternativa a las técnicas actuales de procesamiento de sefales; se abre una
linea de investigaciéon donde se toma la sefial como una funcién y no una serie de
puntos. En trabajos futuros, se pretende evaluar otros algoritmos de clasificacion
para datos funcionales y, de esta manera, evaluar la eficiencia computacional de
los mismos en el contexto de mineria de datos, ademads de evaluar su potencial
aplicacion en la clasificacion automatica de sefiales.

Con la exposicion de Rios et al. (2017) en su trabajo cientifico «Analisis mul-
tivariado de datos funcionales aplicado a curvas de encefalogramas», «adquira-
mos conocimientos de técnicas estadisticas mediante la experiencia a través de los
problemas del diario vivir» (Congacha, 2012), como es la cisticercosis adquirida
por ingerir cerdo hornado infectado de la llamada también triquina y observar
las curvas de los encefalogramas donde la actividad cerebral es muy compleja,
pero, con estas curvas, se coprendia el resultado que indicaba el especialista en
neurocirugia.

4.8 CONSIDERATIONS FOR THE USE OF FUNCTIONAL
PRINCIPAL COMPONENTS ANALYSIS IN SPORTS
BIOMECHANICS: EXAMPLES FROM ON-WATER ROWING
(CONSIDERACIONES PARA EL USO DEL ANALISIS FUNCIONAL
DE COMPONENTES PRINCIPALES EN BIOMECANICA
DEPORTIVA: EJEMPLOS DEL REMO EN EL AGUA)

Fuente:Warmenhoven et al., 2019

La proliferacién de nueva tecnologia biomecanica en laboratorio y en el cam-
po facilita la captura de datos definidos en entornos continuos como el tiempo,
también denominadas series temporales. Se requiere una comprension de los en-
foques estadisticos apropiados para analizar e interpretar estos datos y las técnicas
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estadisticas del analisis de datos funcionales (FDA) han surgido en la literatura
biomecanica.

El fin es abordar cuestiones practicas que apliquen técnicas de FDA en bio-
mecanica. Este trabajo recopila datos cinematicos de una muestra de una base
de datos de remo en el agua, y utiliza el método del analisis de componentes
principales funcionales (FPCA), cuyos resultados han ayudado a la normaliza-
cién temporal de datos, la eliminacion de formas no deseadas de variacion en
un conjunto de datos y métodos documentados para preservar las propiedades
temporales originales dentro de un conjunto de curvas. También se describen
las limitaciones y fortalezas de dicha técnica y se proporcionan recomendaciones
para alentar el uso apropiado de FPCA dentro del campo de la biomecanica de-
portiva aplicada.

Los autores del trabajo cientifico «Consideraciones para el uso del analisis
funcional de componentes principales en biomecanica deportiva: ejemplos del
remo en el agua» (Warmenhoven et al., 2019), que publicaron en el afio 2019, nos
hacen ver que la estadistica es una herramienta fundamental de la investigacion y
se dice que «la ESPOCH ensefia lo que investiga» (Congacha, 2016).

115



CONCLUSIONES

Las aplicaciones del FDA en biomecanica son relativamente nuevas y, de he-
cho, existen pocas publicaciones cientificas en esta drea. Por lo tanto, es un campo
de investigacion que se debe motivar para futuros estudios y dar posibles solucio-
nes o mejores evaluaciones a las personas que se estan recuperando en la rehabi-
litacion fisica de las extremidades en general, y a las personas con discapacidades
motrices, principalmente de las extremidades inferiores y superiores.

En este texto, se muestra una iniciacion a la investigacion en el drea del FDA
tomando en cuenta datos biomecanicos del movimiento humano, especificamen-
te de las articulaciones de las extremidades inferiores: pelvis, rodilla y tobillo de
las que se pueden medir angulos articulares como: abduccién-deduccién (cade-
ra); flexion-extension (rodilla) y rotacion axial (tobillo).

Con la técnica FPCA, se pueden explorar y describir los datos funcionales
biomecanicos que aparecen en cinematica tanto en 2-D como 3-D y, en cada tipo,
se describen en las formas lineal y angular las variables cinematicas como despla-
zamiento, velocidad y aceleracion articulares (la posicion durante el ciclo caminar
angular y sus derivadas velocidad angular y aceleracion angular).

En particular, se describe la aplicacion de la metodologia FCPA, siglas en
inglés que, en castellano, se traducen como «analisis de componentes principales
funcionales». Esta técnica estadistica ayuda a seleccionar la mejor combinacién
de variables que identifiquen caracteristicas relevantes del movimiento de las ar-
ticulaciones de las extremidades inferiores del hombre/mujer y que reduzcan la
dimension del espacio de los datos biomecanicos (angulos articulares). Antes se
describen las técnicas principales de suavizacién de curvas y el analisis explora-
torio.
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GLOSARIO

A continuacidn, se presentan las definiciones y términos importantes que se
utilizan en los apartados de cinematica y/o biomecanica para comprender mejor
este texto.

Electromiografia (EMG): prueba de diagnéstico para analizar la salud de los
musculos y las células nerviosas (neuronas) que los controlan mediante el
analisis de la actividad eléctrica en los musculos. La EMG puede ser moni-
toreada a través de electrodos insertados dentro de los musculos (electrodos
intramusculares) o a través de electrodos en la superficie de la piel sobre el
musculo.

Cinética: estudia los sistemas estaticos y/o en movimiento mediante el empleo de
los conceptos de fuerza, potencia, energia, longitud, tiempo y masa.

Cinematica: parte de la fisica centrada en el andlisis del movimiento dejando de
lado el estudio de las fuerzas que la originan.

Movimiento: se refiere al desplazamiento de un objeto a través del espacio. La
velocidad y la aceleracion son componentes importantes del mismo.

Equilibrio: se refiere a la estabilidad. Un principio importante del equilibrio
es la alineacion del centro de gravedad del cuerpo sobre la base de apoyo.
Tener un buen equilibrio es importante para la practica de muchos deportes
y ejercicios, asi como tener también una buena posicién durante el ciclo de
caminar. En el lenguaje médico, existen términos para describir muchas
situaciones como medial-lateral, diestro o zurdo, etc., donde medial denota
proximidad y lateral significa opuesto, ambos respecto al plano sagital. Para
las extremidades, se emplean los términos proximal, que significa cercano
ala insercion de la extremidad en el tronco, y distal, que denota lo opuesto.
Finalmente, los términos superficial y profundo denotan respectivamente
cercano o lejano de la superficie corporal.

En biomecanica, se considera que cualquier movimiento parte de una posi-
cién anatomica.
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Posicion anatomica: aquella en la que una persona esta situada de pie, con la
vista hacia delante, los brazos a los laterales del cuerpo con las palmas hacia
el frente, con los pies ligeramente separados en la zona de los talones y los
dedos de los pies senalando hacia delante. Existen tres planos anatomicos
o cardinales en la posicion anatomica: plano sagital o mediano, que divide
el cuerpo en dos lados (derecho e izquierdo), con algunas excepciones. Los
movimientos de flexion (reduccion del angulo de una articulacién o doblar la
articulacion) y de extension (aumentar el angulo de la articulacién o extender
la articulacion) se producen en el plano sagital.

La segunda division del cuerpo se realiza a través del plano frontal o coronal,
que distingue la parte delantera y la parte trasera del cuerpo. Una vez mas, hay
algunas excepciones: los movimientos de abduccién (separar una extremidad
de la linea central del cuerpo) y de aduccion (acercar una extremidad a la linea
central del cuerpo) se producen en el plano frontal. Finalmente, el plano trans-
versal u horizontal divide el cuerpo en una parte superior y una parte inferior.
Los movimientos de rotacion se producen en el plano transversal. Los patrones
diagonales de movimiento se producen cuando los componentes de estos tres
planos cardinales de movimiento se combinan al mismo tiempo.

Los ejes son lineas rectas que atraviesan el cuerpo a modo de flechas, perpen-
diculares reciprocamente. Mientras que los planos cardinales se utilizan para
describir las zonas espaciales en las que se mueve el cuerpo, los ejes describen
los principales puntos pivotantes o de rotaciéon de su movimiento. Los tres
ejes principales son:

Transversal: que va de la izquierda a la derecha en la zona de la cintura.

Longitudinal: que atraviesa directamente el centro del cuerpo desde la cabeza
hasta los pies.

Medial: une diagonalmente las caderas y los hombros.

Los siguientes términos se utilizan para describir movimientos especificos
del cuerpo que se producen en los planos (cardinales) y a lo largo de los ejes.
Algunos de ellos se han incluido en el lenguaje cotidiano, por lo que conviene
familiarizarse con ellos, para ir desarrollando el texto.

Otra definicion importante que se debe interiorizar para comprender cémo
se mueve el cuerpo humano es el de articulacion.
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Existen dos tipos de articulaciones en el organismo. Las que proporcionan
una mayor amplitud al movimiento y que, por tanto, son fundamentales a la
hora de entender cdmo se mueve el cuerpo, son articulaciones sinoviales,
partes del cuerpo en las que el hueso se separa del cartilago a través de un
liquido lubricante. Las articulaciones se caracterizan por su amplitud de mo-
vimiento relativamente grande.

Musculo esquelético: tipo de musculo estriado unido al esqueleto, que esta for-
mado por células o fibras alargadas y polinucleadas que sitian sus nucleos en
la periferia.

Fotogrametria: técnica para obtener mapas y planos de grandes extensiones de
terreno por medio de la fotografia aérea.

Transductor: dispositivo capaz de transformar o convertir una determinada ma-
nifestacion de energia de entrada, en otra diferente a la salida.

Desplazamiento: se define como el cambio de posicion.

Velocidad: es la derivada del desplazamiento en el tiempo, o la tasa de cambio del
desplazamiento con respecto al tiempo.

Aceleracion: es la derivada de la velocidad, o la tasa de cambio de velocidad con
respecto al tiempo. Ademads, la aceleracion es la segunda derivada del despla-
zamiento con respecto al tiempo. Estos tres datos biomecanicos se pueden
utilizar para entender las caracteristicas del movimiento humano y para com-
parar el movimiento de dos individuos diferentes.
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